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CAPITOLO 1
—_~

Integrali indefiniti e definiti

Integrare € l'operazione inversa del derivare. Il capitolo parte dalle primitive e dai metodi
per calcolarle, poi introduce l'integrale di Riemann come limite di somme e lo lega alle
primitive con il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Primitive e integrale indefinito

DEFINIZIONE
Primitiva. Siaf: (a, b) - R. Una funzione F : (a, b) —» R derivabile in (a, b) & una primitiva di fin (a, b) se F'(x) =
f(x) per ogni x € (a, b).

Se F & una primitiva di f, anche F + 5 lo &, perché la derivata di una costante € zero. Una funzione che ha una
primitiva ne ha dunque infinite. Il prossimo teorema dice che non ce ne sono altre.

DEFINIZIONE

Caratterizzazione delle primitive. Se F e una primitiva di fin (a, b), allora tutte e sole le primitive di fin (a, b)
sono le funzioni F(x) + k, al variare di k in R.

DIMOSTRAZIONE
Prima parte. Se k € R e G(x) = F(x) + k, allora G'(x) = F'(x) + 0 = f(x) in ogni punto, quindi G & una primitiva.

Seconda parte. Siano F e G due primitive di f e sia H = G — F. Per ogni x si ha
H'(x) = G'(x) - F (x) = f(x) — f(x) = 0.
Una funzione con derivata identicamente nulla in un intervallo & costante. Per vederlo, si prendono due punti X, <

X, dell'intervallo e si applica il teorema di Lagrange a H in [xl, xz]: esiste c € (xl, Xz) tale che H(X2) - H(xl) =
H'(c)(x2 - xl) = 0. Dunque H(xl) = H(xz), cioé H e costante e G(x) = F(x) + k.

DA RICORDARE

L'ipotesi che il dominio sia un intervallo & essenziale: su due intervalli separati la differenza di due primitive puo
essere una costante diversa su ciascun intervallo.

ESEMPIO

Una funzione senza primitive. Si consideri f(x) = 1 per x 2 0 e f(x) = -1 per x < 0. Mostrare che f non ha
primitive in R.
Q Si procede per assurdo: sia F una primitiva di f in R. Allora F & primitiva di f anche in [0, +oo[ e in ]~co, O[.

e In [0, +oo[ una primitiva di f & g(x) = x. Per il teorema di caratterizzazione esiste k tale che F(x) = x + k per x =2
0. Allo stesso modo esiste c tale che F(x) = —x + ¢ per x < 0.

e F ¢ derivabile, quindi continua in O: i limiti da destra e da sinistra coincidono.

lim F(x) =c, lim F(x)=k = c=k
xX-0" Xa0+
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o Dunque F(x) = |x| + k per ogni x. Ma |x| non & derivabile in 0, e questo € assurdo.

RISULTATO
La funzione f non ha primitive in R: una funzione con un salto non € mai una derivata.

DEFINIZIONE
Integrale indefinito. L'integrale indefinito di f, indicato con [ f(x) dx, € I'insieme delle primitive di f (I'insieme vuoto
se fnon ne ha). Se F € una primitiva si scrive [ f(x) dx = F(x) + k, con k € R.

Dalla tabella delle derivate delle funzioni elementari si ricava una tabella di integrali immediati. Per la regola di
derivazione delle funzioni composte, ogni riga resta valida se al posto di x si mette una funzione derivabile f(x) e si
moltiplica per f(x).

INTEGRALE IMMEDIATO VERSIONE CON FUNZIONE COMPOSTA

[e¥dx=e"+k 1 pex) dx = e + k

Jcosxdx=sinx +k J cos[f(x)] f(x) dx = sin f(x) + k

[sinxdx =-cos x + k [ sin[f(x)] f(x) dx = —cos f(x) + k

[x%dx = X Y(a+1) + k, con a # -1 FTFOO1Y F(x) dx = [FO)]7 (a+1) + k

[ (1/x) dx = log|x| + k [ F()/f(x) dx = log|f(x)| + k

[ 1/(*+1) dx = arctan x + k [ POON(f(X)?+1) dx = arctan f(x) + k

[ 1W(1-x?) dx = arcsin x + k [ POON(1-f(x)?) dx = arcsin f(x) + k
ESEMPIO

Riconoscere la derivata della funzione interna. Calcolare [ 2x/(x2+1) dx e [tan x dx.

0 Nel primo integrale il numeratore 2x € la derivata del denominatore x?+1,che e sempre positivo. Vale quindi
la regola f/f con f(x) = X+ 1.

[Z-dx=log(x?+1) +k

x2+1

6 Per la tangente si scrive tan x = sin x / cos x e si osserva che sin x € I'opposto della derivata di cos x.

ftanx dx = —[~20X gy

COos X

e Si applica la regola f/f con f(x) = cos x.

~[=="dx=-log|cos x| + k

RISULTATO
I2x/(x2+1) dx = Iog(x2+1) + k e [tan x dx = —log]cos x| + k.
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Proprieta e decomposizione in somma

DEFINIZIONE
Omogeneita. Se f ha primitive in (a, b) e k # 0, allora kf ha primitive in (a, b) e vale [ kf(x) dx = k [ f(x) dx. Il
secondo membro indica l'insieme delle funzioni ottenute moltiplicando per k le primitive di f.

DIMOSTRAZIONE
Sia F € [ kf(x) dx. Allora F'(x) = kf(x) in ogni punto. Si pone G = F/k, ben definita perché k # 0. Si ha G'(x) = F(x)/k
= f(x), quindi G € una primitiva di f e F = kG appartiene al secondo membro.

Viceversa, se F = kG con G primitiva di f, allora F(x) = kG'(x) = kf(x), quindi F € [ kf(x) dx.

DA RICORDARE
Perché k # 0. Per k = 0 la proprieta € falsa: il primo membro & l'integrale della funzione nulla, cioé tutte le
costanti, mentre il secondo ¢ la sola funzione nulla.

DEFINIZIONE
Proprieta distributiva. Se f e g hanno primitive in (a, b), anche f+ g ne ha, e [ (f(x) + g(x)) dx = [ f(x) dx + [ g(x)
dx, intendendo l'insieme delle somme di una primitiva di f e una di g.

Insieme, le due proprieta danno il metodo di decomposizione in somma: se f e g hanno primitive e h, k sono
numeri non entrambi nulli, allora

J(h(x) + kg(x))dx = hff(x) dx + kfg(x) dx.

ESEMPIO
Decomposizione in somma. Calcolare [ (3x2 — 4 cos x + 5/x) dx per x > 0.

a Si separa l'integrale nella somma di tre integrali immediati, portando fuori le costanti.
2 5 — 2y 2 1
j(3x —4cosx+ ;)dx- 3fx< dx —4fcosxdx + 5[ dx
e Si usa la tabella: la primitiva di x> & x3/3, quella di cos x € sin x, quella di 1/x & log x per x > 0.
x3 .
=375 —4sinx+5logx +k
e Si semplifica il primo termine.

=x3-4sinx+5logx +k

RISULTATO
[ (3x* = 4 cos x + 5/x) dx = x> — 4 sin x + 5 log X + k.

Le costanti additive prodotte dai singoli integrali si fondono in un'unica costante k. Se l'integrale contiene e con ¢

# 0, la derivata di cx vale ¢ e si usa I'omogeneita: [ e dx = e™/c + k, [ cos(cx) dx = sin(cx)/c + k, [ sin(cx) dx =
—cos(cx)/c + k.
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Integrazione per parti

DEFINIZIONE
Integrazione per parti. Siano f, g derivabili in (a, b). Se fg' ha primitive in (a, b), allora anche f g ne ha, e [ f(x)
g'(x) dx = f(x) g(x) = [ F(x) g(x) dx.

DIMOSTRAZIONE
Per la regola di derivazione del prodotto, D[f g] = f g + f g, quindi in ogni punto

f(x) g (x) = DIf(X) g()] = F (x) g(x).
La funzione f g & una primitiva di D[f g]. Per l'ipotesi, f g' ha primitive, quindi per differenza (proprieta distributiva)
ne ha anche f' g. Applicando la decomposizione in somma si ottiene la formula.

La funzione f si chiama fattore finito e g' fattore differenziale. Il metodo funziona quando nell'integranda c'e un
fattore di cui si conosce una primitiva (g') e I'altro fattore (f) diventa pitu semplice derivandolo. In pratica: un
polinomio moltiplicato per e*, sin x o cos x si prende come fattore finito, perché derivando scende di grado; un
logaritmo o un arcotangente si prende come fattore finito perché la derivata é razionale.

ESEMPIO
Polinomio per esponenziale. Calcolare sz e~ dx.

Q Si sceglie f(x) = x? come fattore finito e g'(x) = € come fattore differenziale, con g(x) = e*. Derivando, il grado

di x? scende.

Jx%eXdx=x%e* - [2xeXdx
e Si ripete la formula sul nuovo integrale, con f(x) = x e g'(x) = e*.
xeXdx=xe*-[eXdx=xeX-e*
e Si sostituisce nel primo risultato e si raccoglie e*.

x?eXdx=x%e*-2(xe*-e)+k=e*(x?—2x+2)+k

RISULTATO
[x2eXdx = eX(x° - 2x + 2) + k.

Con x" " bastano n integrazioni per parti, perché ogni passaggio abbassa di uno il grado e alla fine resta [ * dx.
Scegliere invece €* come fattore finito e x” come differenziale sarebbe un errore: si arriverebbe a J e* X1 dx, piu
complicato dell'integrale di partenza.

ESEMPIO
Il logaritmo come fattore finito. Calcolare [ log x dx e sz log x dx per x > 0.

0 Per [ log x dx si scrive l'integranda come 1 - log x e si sceglie g'(x) = 1, g(x) = x e f(x) = log x, con f(x) = 1/x.
— _ 1= -
Jlogxdx=xlogx—[x -+ dx=xlogx-[1dx

a L'ultimo integrale € immediato.
flogxdx=xlogx—x+k=x(logx—1)+k
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e Perjx2 log x dx si sceglie g'(x) = xz, con g(x) = x3/3, e f(x) = log x.
2 _x .1
Jx“logxdx=Zlogx-[7 - ~dx
o Si semplifica l'integranda e si integra la potenza.

_x _ln2 =X _x
=3logx—3x“dx=Zlogx -5 +k

RISULTATO
Jlog x dx = x(log x — 1) + kejx2 log x dx = (x3/3) log x — X319 + k.

ESEMPIO
Integrazione per parti con ritorno all'integrale di partenza. Calcolare [ & sin x dx.

a Prima integrazione per parti, con f(x) = sin x e g'(x) = €*
I=[e*sinxdx =e*sinx — [e*cos x dx
Seconda integrazione per parti sull'integrale rimasto, con f(x) = cos x e g'(x) = €.

JeXcosxdx=e*cosx + [e*sinxdx=e*cosx +/

I=e*sinx—-eXcosx—1

e Si sostituisce: l'integrale incognito / ricompare, con segno meno.
° Si porta  al primo membro e si divide per 2. Il risultato contiene una sola costante.

2/=e*(sinx—cosx) — I=%ex(sinx— cosx)+k

RISULTATO
[ € sin x dx = (1/2) €*(sin x - cos X) + k.

DA RICORDARE

Integrali che si ripresentano. Se dopo l'integrazione per parti si ottiene un'uguaglianza del tipo [ f(x) dx = g(x) +
¢ [ f(x) dx con ¢ # 1, si puo risolvere come un'equazione nell'incognita [ f(x) dx: si trova [ f(x) dx = g(x)/(1 - ¢) + k.
Nell'esempio ¢ = -1.

ESEMPIO
Un caso con parti e razionali: 1I(x2+1)2. Calcolare = I dx/(x2+1)2.

a Si aggiunge e si toglie X al numeratore, per far comparire il denominatore semplice.

X2 +1-x2

Iy = P dx =t o+ [ dix

o Il primo integrale € arctan x. Per il secondo si nota che —2x/(x2+1)2 e la derivata di 1/(x2+1) e si scrive
2103 +1)% = (1/2) x - (~2x)/(P+1)°.

dx= Ix dx

I(x +1)2 (x? +1)2
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e Si integra per parti con f(x) = x e g'(x) = —2x/(x2+1)2, quindi g(x) = 1/(x2+1).

11 x 1 d _1 x 1
E[x2+l_Ix2+1 X]_§x2+1_§ar0tanx

o Si somma al primo integrale.

X
+1

1 1
I, =arctanx + > @sl " zarctanx+ k

RISULTATO
[ dx/(x®+1)? = (1/2) arctan x + (1/2) x/(x*+1) + k.

Integrazione per sostituzione

DEFINIZIONE
Prima formula di sostituzione. Siano g : (a, b) - (a, B) derivabile e f: (a, B) — R dotata di primitive. Allora
flg(x)) g'(x) ha primitive in (a, b) e [ f(g(x)) g'(x) dx = [ [ f(t) dt ]t:g(x), cioé si compongono con g le primitive di f.

DIMOSTRAZIONE

Sia F una primitiva di f e G(x) = F(g(x)). Per la derivazione della funzione composta G'(x) = F(g(x)) g'(x) = f(g(x))
g'(x), quindi G € una primitiva dell'integranda. Il primo membro vale dunque G(x) + k. Il secondo membro vale F(t)
+ k calcolato in t = g(x), cioe F(g(x)) + k = G(x) + k. | due membri coincidono.

Il metodo si usa quando nell'integranda si riconosce una funzione composta moltiplicata per la derivata della
funzione interna. Si pone t = g(x) e si ragiona come se g'(x) dx fosse dt. Dopo aver calcolato l'integrale in t si torna
alla variabile x.

ESEMPIO
Prima formula: tre integrali. Calcolare [ x cos(x*+5) dx, [ €*/(e*+5) dx e [ (log X)/x dx per x > 0.

a Primo integrale. La derivata di x° +5 & 2x: si inserisce il fattore 2 compensandolo con 1/2.
2 _1 2
Jxcos(x= +5) dx = 3fcos(x~ +5) - 2x dx
9 Siponet= X+ 5, quindi dt = 2x dx, e si integra il coseno.
_1 d 1 . 2 k
=>lJcostdt];=x2+5=35siN(x* +5) +

e Secondo integrale. La derivata di € & €*, che compare al numeratore. Con t = &* si ha dt = €* dx.

e =L - X
St Ox= [ at] __ =log(e* +5)+k
o Terzo integrale. La derivata di log x € 1/x. Con t = log x si ha dt = dx/x.

J22 dlx = [[t ] =10gx = 210G X + k

X

RISULTATO
(1/2) sin(x*+5) + k, log(e*+5) + k e (1/2) log® x + k.
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POLINOMI TRIGONOMETRICI
Si chiamano cosi gli integrali [ cos” x dx, [ sin” x dx e [ cos” x sin” x dx con m, n naturali. Due regole bastano per
tutti i casi.

Esponente dispari. Se cos ha esponente dispari, si stacca un cos X, si scrive il resto con cos’x=1-sinxe
si pone t = sin x. Se € sin ad avere esponente dispari si stacca un sin x e si pone t = cos X.

Esponenti entrambi pari. Si usano le formule di bisezione cos? x = (1 +cos 2x)/2 e sin®x = (1 - cos 2x)/2,
eventualmente piu volte.

ESEMPIO
Polinomi trigonometrici. Calcolare | cos® x sin® x dx e Il cos? x sin? x dx.

0 Nel primo integrale cos ha esponente dispari. Si stacca un cos x e si scrive cos? x = 1 - sin? x.

fcos® xsin? x dx = [(1 — sin® x)sin? x cos x dx

Si pone t = sin x, quindi df = cos x dx, e si integra il polinomio in t.

in®
= (2 = 140t t= s = 355 - 55 +

Nel secondo integrale entrambi gli esponenti sono pari: si applicano le due bisezioni.

1+cost 1- costdX

> —j(l - c0s? 2x)dx

Jcos? xsin? xdx =

Si bisseca ancora, con cos? 2x = (1 + cos 4x)/2.

= (1= )= (G -5 o

Si integra ricordando che [ cos(4x) dx = sin(4x)/4.

1,1
=X 32S|n4x+k

RISULTATO

3

fcos” x sin® x dx = sin® x/3 - sin® x/5 + k e i cos? x sin® x dx = x/8 - sin(4x)/32 + k.

SECONDA FORMULA DI SOSTITUZIONE

Dimostrazione. Dalla prima formula, applicata a f(g(t)) g'(t) segue [f(g(t)) g'(t) dt = [ [ f(x) dx ]

DEFINIZIONE

Seconda formula di sostituzione. Siano f: (a, b) —» R dotata di primitive e g : (¢, d) — R derivabile con

immagine (a, b) e invertibile. Allora [ f(x) dx = [ [ f(g(t)) g'(t) dt ]t:g‘l(x)'

X= (f)

compongono i due membricont=g (x) adestrax=g(g (x)) e si ottiene [ f(x) dx, come richiesto.

In pratica si inventa il cambio di variabile x = g(t) che elimina la radice (o la difficolta), si sostituisce dx = g'(t) dt, si
integrainte sitornaaxcont= g'l(x).
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ESEMPIO
Seconda formula: radice di un binomio. Calcolare [ V(x+3) dx per x = -3 e [ 1/(1+Vx) dx per x > 0.

o Primo integrale. Si pone t = V(x+3), con t > 0. Ricavando x si ha x = - 3, quindi g(t) = ?-3edx=2tdt
_ - 2_f3]
[V x+3dx= Ut-2tdt]t:\/m— [ o3 Pl e

e Si torna alla variabile x.
3

[Vx+3dx=2(y/x+3) +k

Secondo integrale. Si pone t = Vx, quindi x = 2 e dx = 2t dt. L'integranda diventa razionale.

el Ferl i S

Z-dt=[(2- = )dt =2t - 2log(1 +1)

1+t 1+t

Sitorna a X.

(3 )
o Si divide: 2t/(1+t) = 2 — 2/(1+1).
o

jl+l\/;dx=2\/;—2Iog (1+ \/;) +k

RISULTATO
[V(x+3) dx = (2/3)(\/(x+3))3 + ke [dx/(1+Vx) dx = 2Vx — 2 log(1 + VX) + k.

Un'altra classe riconducibile a funzioni razionali € quella delle radici di un rapporto. Se l'integranda &
V((px+q)/(rx+s)) con ps — gr # 0 (altrimenti il rapporto e costante), si pone t = V((px+q)/(rx+s)) con t = 0. Ricavando
X si ottiene

_ _st?’-q o _ 2(ps—qgnt
x=9()=7r  9O=T07
Poiché g' ha segno costante, g € invertibile e la seconda formula porta a [ 2(ps - qr) t2/(p - rtZ)2 dt, integrale di una
funzione razionale (si veda il paragrafo seguente).

Funzioni razionali fratte

Una funzione razionale fratta & f(x) = a(x)/b(x) con a, b polinomi primi tra loro. Se il grado di a € maggiore o uguale
a quello di b, si divide: f(x) = q(x) + r(x)/b(x), con g polinomio ed r di grado minore di b. Basta quindi saper integrare
i polinomi e le funzioni razionali proprie, in cui il grado del numeratore & minore di quello del denominatore.

DECOMPOSIZIONE IN FRATTI SEMPLICI

Sia m il grado di b. L'equazione b(x) = 0 ha m soluzioni complesse, contate con la molteplicitd. Se a &€ una
soluzione reale di molteplicita n, b & divisibile per (x — a)". Se k + ic & una soluzione complessa di molteplicita n, lo
€ anche la coniugata k — ic e b é divisibile per [(x — k)2 + cz]”. Dunque b ¢ il prodotto di potenze di fattori di primo
grado e di fattori di secondo grado con discriminante negativo. La funzione si scrive come somma di fratti semplici:

FATTORE DI b(x) FRATTI SEMPLICI CORRISPONDENTI
x-a)" AJ(x = a), AJx = a)’, .., A l(x = a)’
[(x - k) +c?" (Ax + B(x-K)*+¢7], ... (A x + B )[(x—K)*+¢?]"
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Per esempio, se b(x) X (x 2)(x + 5)(x + 1) compaiono i fratti A /x A /x A /x A /(x 2), (C X+B )/(x +
5), (C X+ B )/(x +1)e(C X+ B )/(x +1)

INTEGRAZIONE DEI FRATTI SEMPLICI
Per I'omogeneita si pud porre A = 1. |l fratto di primo tipo si integra subito:

-1 1
(x- c)" dx = 1-n (x- c)" (x-o)" 1t

[=dx=loglx-c|+k, | +k (n>1).

Per il fratto di secondo tipo con n =1 si pud supporre k = 0 (con la prima formula di sostituzione) e si decompone in
somma:

I)% dx= AIX2+CZ dx + Bf—— 2+c2 dx= %Iog(x2 +c2) + %arctan “+k.
Il secondo addendo si ottiene scrivendo 1/(x +C ) = (1/c ) - 1/((x/c)2+1), con la sostituzione t = x/c la cui derivata &
1/c. Per n = 2 si procede come nell'esempio di 1/(x2+1)2 del paragrafo sull'integrazione per parti: jx/(x2+c2)2 dx =
-(1/2) - 1/(x2+cz) per sostituzione e

1

1
feaver

2¢2 x2 +c?

ax== + arctan ] +Kk.

IL CASO DEL TRINOMIO
Per f(x) = (ax + b)/(x2 + px + q) si calcola A = p2 - 4q e si distinguono tre casi.

SEGNO DI A DENOMINATORE DECOMPOSIZIONE
A>0 (x - xl)(x - x2), conx, #X, Al(x - xl) + Bl(x - XZ)
A=0 (x—x)2 A/(x—x)+B/(x—x)2
0 0 0
A<O irriducibile completamento del quadrato: (x — k)2 +c?
ESEMPIO

Trinomio con due radici reali. Calcolare [ (x+4)/(x2 - X — 6) dx.

a Si scompone il denominatore: X -x-6= (x = 3)(x + 2). Il discriminante & positivo e si cercano due fratti
semplici.

(A+B)x+2A 3B

X+4 A B
__+_
3 +2 -x-6

(x=-3)(x+2)  x-
a Si uguagliano i coefficienti dei numeratori: coefficiente di x e termine noto.
A+B=1, 2A-3B=4

e Dalla prima B =1 - A. Sostituendo nella seconda: 2A — 3(1 — A) = 4, cioé 5A = 7.

. —1-1-_2
A=z, B=1-¢=-%

° Si integrano i due fratti di primo tipo.

X+4
-[xz—x—6

dx = Zlog|x - 3| - Zlog|x + 2| + k

RISULTATO
[ (x+4)/(x*~x—6) dx = (7/5) log|x-3| - (2/5) log|x+2| + k.
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ESEMPIO
Trinomio con radice doppia. Calcolare [ (x+4)/(x2 - 2x + 1) dx per x > 1.

o Il denominatore & (x — 1)2. | fratti semplici sono A/(x — 1) e B/(x — 1)2.

x+4 _ A B _ Ax-A+B

(x-1)2 " x-1 + (x-12" (x-1)?

e Si uguagliano i coefficienti: A=1e-A+B=4,dacui B=5.

x+4 _ 1 5

(x-1)2 " x-1 + (x-1)2

e Siintegra: il secondo fratto ha primitiva =5/(x — 1).

o de=logle-1) =5 +k

RISULTATO
[ (x+4)/(x-1)? dx = log(x-1) - 5/(x-1) + k.

ESEMPIO
Trinomio con discriminante negativo. Calcolare [ (x+4)/(x2 + X + 4) dx.

a Il discriminante &€ 1 — 16 = —-15 < 0. La derivata del denominatore & 2x + 1: si riscrive il numeratore come
(2/2)(2x + 1) + 7/2. Infatti (1/2)(2x + 1) + 7/2 = x + 4.

X+4 1, 2x+1 7, 1
Ix2+x+4dx_ 2 x2+x+4dX+ 2Ix2+x+4dx

e Il primo integrale € del tipo f/f.

1, 2x+1

2 x2+x+4

1
dx=3log (x* +x+4)
e Nel secondo si completa il quadrato: X+ x+4= (x + 1/2)2 + 15/4.

= d
S ™

o Con ¢ =V15/2 e la formula [ dx/((x—k)2+cz) = (1/c) arctan((x—k)/c), tenendo conto che 7/(2c) = 7/V15.

7 1 2x+1

) Larctan L(X + —> ——4arctan ——
2 yEactan 7+ 3) = yparctan g

RISULTATO
[ (x+4)/(C+x+4) dx = (1/2) log(x*+x+4) + (7IV15) arctan((2x+1)V15) + k.

ESEMPIO
Fratto con denominatore al quadrato. Calcolare [ (x+3)/(x2+4)2 dx.

Q Si decompone in somma: la derivata di X* +482x, quindi )(/()(2+4)2 si integra per sostituzione.

X+3
Sa O ST ay X+ 3l O
e Primo addendo, cont = X + 4.

1. 2x _1[cl _ 1
EI(X2+4)2dX_Z[Itzdt]tzx2+4_ 2(x2+4)
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e Secondo addendo, con la formula del cason=2e c = 2: 1/(202) =1/8.

X
xX2+4

1 X _ 3x 3
+Zarctan E] a1

1 3
3 X =5 arctan;

° Si sommano i due risultati.

X+3 __ 1 3x
Soavap =302 * 56a )

3 X
+ Earctan ot k

RISULTATO
~1/(2(x>+4)) + 3x/(8(x*+4)) + (3/16) arctan(x/2) + k.

ESEMPIO
Funzione razionale impropria. Calcolare [ (x2+2)/(x—5) dxperx>5e jx3/(x2+2) dx.

0 Nel primo integrale si somma e si sottrae 25 per ottenere una differenza di quadrati: X°+2= (x2 - 25) + 27.

2 - +5)+
X +2:(x 5)(x+5) 27:X+5+ 27
X-5 xX-5 xX-5

Si integra termine a termine.

Ix2+2

P dx=%2+5x+27log(x—5)+k

x3 2x
X2+2 xX2+2

e Nel secondo integrale X = x(x2 +2) - 2x.

Il secondo termine € del tipo f/f.

3 2
[z dx=%~log(x?+2)+k

RISULTATO
x%12 + 5x + 27 log(x-5) + ke X212 - Iog(x2+2) + k.

INTEGRAZIONE PER RAZIONALIZZAZIONE

Con la prima formula di sostituzione molti integrali si riconducono a funzioni razionali. Il segreto € far comparire la
derivata della funzione che si vuole prendere come nuova variabile: se manca, si moltiplica numeratore e
denominatore per quella derivata.

ESEMPIO
Esponenziali e tangente. Calcolare [ dx/(e*+3) e [ tan x/(tan x+1) dx.
o Primo integrale. Si moltiplica numeratore e denominatore per €*, derivata di €.

=2 dx = [ dx

eX+3 e +3e*

9 Si pone t = €%, quindi dt = ¥ dx. Il denominatore diventa > + 3t = t(t + 3).

= [It(t];3) dt]

e Fratti semplici: 1/(t(t+3)) = A/t + B/(t+3) con A+ B=0e 3A = 1, quindi A = 1/3 e B = -1/3.

1/1 1 _1l ot
(5~ 3)dt=3l0g 75

t=e*
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Si torna a x: log(e”) = x.

Jo— dx=2[x~log (€*+3)| +k

e*+3
Secondo integrale. La derivataditan x e 1 + tan? X, quindi dt = (1 + tz) dx con t = tan x, cioe dx = dt/(1 + tz).

tanx _ t
Janxe1 OX= [I(r+ DE+1) dt]

t=tanx

Fratti semplici: t/((t+1)(t2+1)) = Al(t+1) + (Bt+C)/(t2+1). Si uguagliano i numeratori: t = A(t2+1) + (Bt+C)(t+1).
Coefficienti di 1‘2, t, termine noto.

A+B=0, B+C=1, A+C=0 = A=-3 B=3 C=3
Si integra: il fratto con t si spezza in un f/f e in un arcotangente.

1 1 2 1
slog|t+ 1] +Zlog (t° + 1) + Jarctant

RISULTATO
(1/3)[x - log(e*+3)] + k e, con t = tan x, —(1/2) log|t+1| + (1/4) Iog(t2+1) + (1/2) arctan t + k.

ESEMPIO

Radice di un rapporto. Calcolare [ vV((x+1)/(x—1)) dx per x > 1.

Si pone t = V((x+1)/(x-1)), con t > 1. Elevando al quadrato e risolvendo in x: tz(x -1)=x+1,dacui x(l‘2 -1)=
£+ 1.

_ _t?+1 TN 202 1) - 2tt?+1) _ -4t
X_g(t)_tZ_]_’ (t)_ (t2_1>2 _(t2—1)2

Poiché g' < 0 per t > 1, g & invertibile. Si applica la seconda formula.
-4t?

x+1 _ -4t _
Wi o=t iy dt],:\/g‘ [I(r—1)2<r+1)2 at

Fratti semplici: —462/((t-1)2(t+1)?) = Al(t-1) + BI(t-1) + C/(t+1) + DI(t+1)°. Si calcolano i coefficienti (per
esempio dando a tivalori 1 e =1 per B e D, poi altri due valori).

A=-1, B=-1, C=1, D=-1

Siintegra: [ 1/(t-1) dt = —1/(t-1) e | 1/(t+1)? dt = —1/(t+1).

1 t+1 2t
_ — 4+
t+1 |Ogt_1 ?-1

—log|t- 1]+ = +log|t+ 1| +

Sitorna ax: 2 - 1 = 2/(x - 1), quindi 20/(t>~1) = t(x-1) = V(x*~1).

X1 = /x2— t+1 =4/ X1
W= dx=vx“ =1 +log = +k, t=4/ =1

RISULTATO
La primitiva \/(xz—l) + log((t+1)/(t-1)) + k con t = V((x+1)/(x—1)) (derivando si ritrova l'integranda).
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Primitive di funzioni definite a tratti

Se l'integranda é continua in R ma contiene un valore assoluto, ha due espressioni diverse su due semirette. Per il
teorema fondamentale del calcolo integrale (che si vede pit avanti) ogni funzione continua in un intervallo ha
primitive, quindi esiste una primitiva F definita in tutto R e derivabile in ogni punto, anche nel punto in cui cambia la

legge.

DA RICORDARE

Metodo. 1. Si studia il segno dell'argomento del valore assoluto e si scrive f senza valore assoluto in ciascun
intervallo. 2. In ogni intervallo si trova una primitiva, con una costante diversa (cl, Cz)' 3. Si impone la continuita
di F nel punto di raccordo: i limiti da sinistra e da destra sono uguali. 4. Si impone il valore richiesto (F(xo) = yo) e
si ricavano le costanti. 5. Si verifica che F' coincida con f anche nel punto di raccordo (€ automatico se f e
continua).

ESEMPIO
Valore assoluto per esponenziale. Trovare la primitiva F in R di f(x) = |x — 1| €* tale che F(0) = 2.

Si scrive f senza valore assoluto: perx>1é (x — 1) e¥, perx<1é—-(x - 1) = (1 - x) e~.
Si cerca una primitiva di (x — 1) € per parti, con fattore finito x - 1 e differenziale e*.
Jx—-1)eXdx=(x-1)e*-[eXdx=(x—2) e
Dunque F(x) = (x — 2) & + c, per x 2 1 e, cambiando segno, F(x) = (2 - X) e+ c,perx<L.
Continuita in x = 1: si uguagliano i valori delle due espressioni.
-e+ci=e+c, = C1=Cp+2e

Condizione F(0) = 2: 0 appartiene a x < 1, quindi si usa la seconda espressione.

F(0)=2+c,=2 = ¢,=0, c1=2e
e Verifica in x = 1: da destra F(1) = (1 - 1) e = 0, da sinistra F(1) = —(1 - 1) e = 0, quindi F e derivabile.

RISULTATO
Fx)=(x-2)e*+2eperx=1eF(x)=(2-x) e perx<1.

ESEMPIO
Esponente con valore assoluto. Trovare la primitiva F in R di f(x) = ¥ tale che F(0) = 1.

° Perx=1lesponentee x— (x— 1) =1, quindi f(x) =e. Perx<1éx - (1 - x) =2x — 1, quindi f(x) = e,

Primitive nei due tratti, usando [ ! dx = e>71/2.
F)=ex+cy (x21), F()=;*"1+c, (x<1)
1 2

e Continuita in x = 1: e + ¢, =e/2 + ¢, quindi ¢, = ¢, - e/2.
1
e+ci=;er+c, => C1=Cp~3

Condizione F(0) = 1, con 0 < 1: si usa la seconda espressione.

FO)=3e+c,=1 = cp=1-5

| Materiale fornito da noistudiamo.it | Contatti: info@noistudiamo.it Pagina 15 di 67



e Siricava c,.

N @

—q_1_
Cl—l e

RISULTATO

Fx)=ex+1-1/(2e) —el2perx=1e F(x) = o1

/2 + 1 - 1/(2e) per x < 1.

3
Una variante frequente € una primitiva della funzione x = x? e®1*2 g simili: la simmetria della funzione e il segno di
x> dicono subito dove cambia legge (in x = 0). Il metodo & sempre lo stesso.

Integrale definito secondo Riemann

Due insiemi numerici A e B sono separatisea<bperognia€Aeb € B.IntalcasosupA<infBeognic €
[sup A, inf B] & un elemento di separazione. Se sup A = inf B I'elemento di separazione € unico e gli insiemi si
dicono contigui. Equivalentemente A e B sono contigui se e solo se per ogni € >0 esistonoa &€ Aeb &€ Bconb -
a<e.

Siaf:[a, b] - R continua. Una decomposizione di [a, b] &€ un insieme D = {xo, Xps oo xn} cona=x,<x; <..<x
= b. | punti X; si chiamano capisaldi e |D| = max(xl. - xl._l) e l'ampiezza.

In ogni intervallo [xi_l, xl.] la funzione, essendo continua, ha minimo e massimo assoluti (Weierstrass). Siano y,ez
i punti in cui f assume rispettivamente il minimo e il massimo.

DEFINIZIONE
n

Somme inferiori e superiori. La somma inferiore e la somma superiore di f relative a D sono s(f, D) = Zl._l

fly)(x, - x,_) e S(f, D) = =_ " fiz)(x,~ x,_,)-

y=1(x)

S(f, D)

s(f, )

a=xg Xn=b

Figura 1. La somma inferiore (rettangoli scuri) e la somma superiore (rettangoli chiari) di una funzione crescente relative a una
decomposizione in quattro parti.

Al variare di D le somme descrivono due insiemi numerici: l'insieme Ai delle somme inferiori e I'insieme AS delle
somme superiori. Si prova che s(f, Dl) < S(f, D2) per ogni coppia di decomposizioni, quindi i due insiemi sono
separati e sup AI. <inf As.

DEFINIZIONE
Contiguita delle somme. Se f e continua in [a, b], gli insiemi delle somme inferiori e superiori sono contigui.
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DIMOSTRAZIONE

Bisogna provare che per ogni € > 0 esiste una decomposizione D con S(f, D) - s(f, D) < ¢. Fissato &, poiché f é
continua in [a, b] & uniformemente continua (teorema di Cantor). Applicando la definizione con €/(b — a) si trova ¢ >
0 tale che

&
x,y€la,b], [x-y|<do = [f(x)-fY)<;=
Si sceglie una decomposizione D con |D| < . In ciascun intervallo |zi - yl,| < 9, quindi f(zl.) - f(yl.) <¢&l(b - a). Allora

S(f,D)-s(f,D)= Z(f(zl) (i) (xi = Xi - 1)<b a, (X/ Xj-1)= ﬁ(b a)=¢&.

i=

DEFINIZIONE

Integrale deflnlto [l numero sup A= inf AS si chiama integrale definito (secondo Riemann) di fin [a, b] e si
indica conj f(x) dx.

ESEMPIO
Somme inferiori e superiori di f(x) = x. Calcolare jol X dx con la definizione, usando la decomposizione in n
parti uguali.

a | capisaldi sono X; = iln e ogni intervallo ha ampiezza 1/n. Poiché x & crescente, il minimo in [xl._l, xl.] e X, = (i
- 1)/n e il massimo & X; = in.

6 Somma inferiore: si usaZizln (i-1)=n(n-1)2
_ i1 1_1 nin-1)_n-1
s(f.D)= 35 5= - M=
i=1
e Somma superiore: si usa Zl.:l” i=n(n+1)/2.
_Dji1_1 nih+1) _n+1
S(f’D)_I_zln'n_nz' 2 T 2n

° La differenza & S — s = 1/n, che tende a zero. Gli insiemi sono contigui e I'elemento di separazione ¢ il limite
comune, 1/2.

RISULTATO
Iol x dx = 1/2, come l'area del triangolo di base e altezza 1.

Se f(x) = k per ogni x, per ogni decomposizione s(f, D) = S(f, D) = k(b — a), qumd|J b dx = k(b - a) (perk>0 e
l'area del rettangolo) Il valore dell’ mtegrale dipende da f, a e b ma non dal nome della variabile: j f(x) dx = f f(t)
dt. Si ponep0|j f=0e,sea>b, j b= jb

Proprieta dell'integrale definito

Le proprieta seguenti valgono per f, g continue in un intervallo (a, B) e a, b, ¢ € (a, B). Le prime due si enunciano
senza dimostrazione, le altre si dimostrano a partire dalla definizione.

PROPRIETA ENUNCIATO

Additivita [PF=5 f+] "1 perognia, b, c
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PROPRIETA ENUNCIATO

: . b _ b b
Linearita ja (c1 f+ c, g)= c, Ja f+ c, Ia g
Prima monotonia sef=0in [a, b] allora jab f=0, con uguaglianza se e solo se f=0
Seconda monotonia sef<gin [a, b] allora fab f< jab g
b b
Modulo Ua fl sja If]

DEFINIZIONE
Proprieta della media. Sia f continua in [a, b], con m = min fe M = max f. Alloram(b — a) < jab f(x) dx < M(b - a)
ed esiste ¢ € [a, b] tale che Iab f(x) dx = f(c)(b - a).

y=f(x)

Figura 2. Teorema della media: I'area sotto il grafico coincide con I'area del rettangolo tratteggiato di base [a, b] e altezza f(c).

DIMOSTRAZIONE
La prima disuguaglianza segue dalla definizione: la decomposizione D = {a, b} ha un solo intervallo, in cui il minimo
e m e il massimo & M. Quindi s(f, D) = m(b — a) e S(f, D) = M(b — a), e l'integrale sta tra i due numeri.

Dividendo per b — a > 0 si ottiene

m<=[2H(X) dx <M.

Per il teorema di Weierstrass m e M sono valori assunti da f, e per il teorema dei valori intermedi f assume ogni
valore compreso tra m e M. Il numero centrale & dunque uguale a f(c) per qualche ¢ € [a, b].

PRIMA MONOTONIA
Se f= 0 allora m = 0, quindi per la proprieta della media jab f=m(b - a) = 0. La seconda monotonia si ottiene
applicando la prima alla funzione g — f = 0 e usando la linearita. Per il modulo si integra la disuguaglianza -|f| < f <

If].
DA RICORDARE

In sede d'esame. Il teorema della media € uno dei teoremi con dimostrazione chiesti pit spesso nelle prove
scritte. Per ricordarlo: si parte dai due estremi m e M, si divide per b — a e si conclude con i valori intermedi.
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Funzione integrale e teorema fondamentale

Siaf: (a,B8) - R continuae X, € (a, B). Per ogni x € (a, B) l'integrale IX X f(f) dt & un numero che dipende da x. La
funzione 0

F(x) :I)):Of(t) dt, xe(a,p),

si chiama funzione integrale di f di punto iniziale Xo- Ovviamente F(XO) =0.

y=£t)

F(x)=[)f(t) dt

a X
Figura 3. La funzione integrale F(x) misura l'area compresa tra il grafico di f, I'asse x e le rette verticali in a e in Xx.
DEFINIZIONE

Funzioni integrali con punti iniziali diversi. Se F e G sono le funzioni integrali di f di punti iniziali X, €X
esiste ¢ € R tale che F(x) = G(x) + ¢ per ogni x.

1!

Dimostrazione. Per 'additivita, F(x) = [ XLf+ I8 Xf= I8 X1 f+ G(x). Il primo addendo & un numero indipendente da
0 1 0
X.

DEFINIZIONE
Derivata della funzione integrale. Sia f: (a, ) — R continua e F una sua funzione integrale. Allora F
derivabile e F'(x) = f(x) per ogni x € (a, B).

DIMOSTRAZIONE
Sia X, il punto iniziale e ¢ € (a, B). Per x # ¢, usando l'additivita si calcola il rapporto incrementale:

FOO-F©) _ S 0l _ 1 x
= = L0 dt.

X—-C X—C
Supponiamo x > ¢ (I'altro caso € analogo). Per il teorema della media applicato a fin [c, x] esiste Oar{x} € [c, x]
con (1/(x - ¢)) jCX f=f(Jar{x}). Quando x - ¢ anche Oar{x} — c, perché Oar{x} sta tra c e x. Per la continuita di fin
¢ si ha f(Dar{x}) - f(c). Dunque F(c) = f(c).

DEFINIZIONE
Teorema fondamentale del calcolo integrale. Una funzione continua in un intervallo ha, in quelliintervallo,

delle primitive.

Infatti ogni funzione integrale di f & una primitiva di f. Questo spiega perché ogni funzione continua, anche quelle di
cui non si sa scrivere una primitiva con le funzioni elementari, ha primitive: ad esempio IOX e dté una primitiva di
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=X

DEFINIZIONE
Formula fondamentale del calcolo integrale. Sia f: (o, 8) - R continua e F una sua primitiva. Per ogni a, b €
(a, B) si ha [.° f(x) dx = F(b) - F(a) = [F(X)].”

DIMOSTRAZIONE
La funzione integrale G(x) = I f(t) dt &€ una primitiva di f, quindi per il teorema di caratterizzazione esiste k con F(x)
= G(x) + k per ogni x. Per x = a, poiché G(a) = 0, si ha F(a) = k. Allora F(x) = G(x) + F(a) e, per x = b, F(b) = J’ by
F(a), cioé la tesi.

ESEMPIO

/2

Calcolo di integrali definiti. Calcolare jle log x dx e Io cos® x dx.

a Una primitiva di log x & x(log x — 1) (calcolata per parti nel paragrafo dedicato).
e —_ e
J[logxdx= [x(logx - 1)|7
a Si calcola la primitiva in e e in 1 e si sottrae.
=e(1-1)-1-(0-1)=0+1=1

e Per cos® x si usa la primitiva trovata con t = sin x: cos® x = a- sin® X) cos x, quindi F(x) = sin x — sin® x/3.

/2 3 P sin®x] "
[7cos®xdx = |sinx -
0 3 o

° In /2 il seno vale 1, in 0 vale 0.

RISULTATO
[,flogxdx=1e jO"IZ cos® x dx = 2/3.

DERIVATA DI UNA FUNZIONE INTEGRALE COMPOSTA

Quando gli estremi di integrazione dipendono da x si usa il teorema di derivazione e la regola di derivazione della
funzione composta. Se un estremo ¢ fisso e l'altro € g(x) si ottiene Dch(x) f(t) df] = f(g(x)) g'(x). Se I'estremo
variabile & quello inferiore, si scambiano gli estremi cambiando segno. Se sono variabili entrambi, si spezza
I'integrale in un punto fisso.

ESEMPIO
Derivare funzioni integrali. Sia f(t) = sin t / t per t > 0. Derivare, per x > 0, F, (x) I f(t) dt, F (x) IX fit) dt e
Fyx) = j4'°9Xf(t) dt.

0 Per Fl I'estremo variabile & quello inferiore: si scambiano gli estremi cambiando segno.

sinx

F)=-["dt = F(x)=-2"
° Per F,, la funzione integrale ®(y) = f,” f(t) dt & composta con y = x>, la cui derivata & 3x°.

Fo() = f(x%) - 3x2 = 3x2 S°
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e Per F3 entrambi gli estremi variano: si spezza in un punto fisso, per esempio 2.
Fa(x) =20 dt + [20F(t) dt == f(t) ct + [°9F(e) ot

o Si deriva ciascun addendo con la regola precedente.

3 sinx* + sin(log x)
x4 xlogx

Fy() = —f(x*) - 4% + fllog x) - £ = —4x
RISULTATO
Fl' =-sin x/x, Fz' =3 sin(xg)/x e F3' =-4 sin(x4)/x + sin(log x)/(x log x).

Interpretazione geometrica e misura di Peano e Jordan

Per attribuire un‘area a insiemi del piano che non siano poligoni si usa la teoria della misura di Peano e Jordan, qui
solo accennata per insiemi limitati e con punti interni. L'area di un rettangolo [a, b] x [c, d] &€ (b — a)(d — ¢). Un
plurirettangolo & un'unione finita di rettangoli senza punti interni in comune, e la sua area & la somma delle aree
dei rettangoli.

Sia X un insieme limitato con punti interni. Si considerano le famiglie dei plurirettangoli contenuti in X e di quelli che
lo contengono, e gli insiemi numerici A (le aree dei primi) e B (le aree dei secondi). Sono separati. Se sono anche
contigui, X si dice misurabile e il loro elemento di separazione e l'area di X. Altrimenti X & non misurabile.

Q esterno

P interno

Figura 4. Un plurirettangolo P contenuto nel rettangoloide (chiaro) e un plurirettangolo Q che lo contiene. L'area del rettangoloide é
I'elemento di separazione tra le aree dei P e dei Q.

ESEMPIO
Un insieme non misurabile. Sia X = ([0,1] x [0,1]) n @2 U ([0,1] % [1,2]). Mostrare che non € misurabile.

0 Un plurirettangolo contenuto in X non puo avere punti interni nella parte [0,1]2 N @2, perché in ogni rettangolo
non degenere ci sono punti con coordinate irrazionali, che non stanno in X. Puo stare solo in [0,1] x [1,2], che
ha area 1. Quindi sup A = 1.

e Un plurirettangolo che contiene X deve contenere tutti i punti razionali di [0,1]2, che sono densi, e quindi tutto
il quadrato [0,1]2, oltre a [0,1] x [1,2]. L'area € almeno 2, quindi inf B = 2.

e I due estremi sono diversi: gli insiemi non sono contigui.

RISULTATO
X non & misurabile.
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Sia f continua e non negativa in [a, b]. Il rettangoloide di fé& R(f) = {(x, y) : a<x < b, 0 <y <f(x)}. Per una
decomposizione D, il numero f(yl.)(xl. - Xi—l) e l'area di un rettangolo contenuto nella parte di rettangoloide sopra
[xl._l, xl.], quindi s(f, D) e l'area di un plurirettangolo contenuto in R(f) e, in modo analogo, S(f, D) e l'area di un
plurirettangolo che lo contiene. La contiguita delle somme inferiori e superiori implica quella degli insiemi A e B: il
rettangoloide & misurabile e la sua area ¢ l'integrale.

areaR(f) = [f(x) dx.

Se f< 0 il rettangoloide &€ simmetrico, rispetto all'asse delle ascisse, a quello di —f, quindi la sua area & —jab f:
I'integrale conta come negative le aree sotto l'asse. Se f e g sono continue con g < fin [a, b], I'insieme compreso
tra i grafici & misurabile e la sua area & jab (fx) = g(x)) dx.

ESEMPIO
Area compresa tra due grafici. Calcolare |'area della regione compresa tra la parabola y = X e la retta y = 2X.

a Si trovano le ascisse di intersezione risolvendo x° = 2x,cioex(x-2)=0:x=0ex=2.

e In [0, 2] la retta sta sopra la parabola (per esempio in x = 1: 2 > 1). L'area € l'integrale della differenza.

A= I§(2x - x?)dx

e Si integra e si calcolain 2 e in 0.

RISULTATO
L'area vale 4/3.

Figura 5. La regione compresa tra la parabola e la retta, di area A.
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CAPITOLO 2
—_~

Equazioni differenziali

Un'equazione differenziale mette in relazione una funzione incognita con le sue derivate.
Si studiano prima le equazioni del primo ordine a variabili separabili e lineari, poi le
equazioni lineari di ordine qualsiasi, con particolare attenzione al caso dei coefficienti
costanti.

Generalita

DEFINIZIONE

Equazione differenziale in forma normale. Siano A < R™eF:A - R.Sichiama equazione differenziale di

ordine n in forma normale y(”) =FX, ¥, Y, . y(”_l)) il problema di determinare le funzioni y : (a, B) —» R (le

soluzioni o integrali) tali che: (1) y & derivabile n volte in (a, B8); (2) (x, y(X), y'(X), ..., (”_1)(x)) € A per ogni x; (3)
I'equazione e verificata in ogni punto di (a, ).

L'insieme di tutte le soluzioni é l'integrale generale; una singola soluzione € un integrale particolare. Per
esempio y' — 3xy = y2 e del primo ordine e in forma normale & y' = 3xy + y2 con F(x, y) = 3xy + y2 L'equazione y" =
3xy' + e & del secondo ordine ed esige y = 0 in ogni punto.

ESEMPIO
Verificare se una funzione é soluzione. La funzione y(x) = x sin x € una soluzione di y' — 3xy = y2?
a Si calcola la derivata.
y'(X) =sinx + xcos x
Si calcola il primo membro dell'equazione.

y = 3xy =sinx+xcos x — 3xsin x

y2=x2sin’x

Per x = /2 il primo membro vale 1 - 3%/4 = -6,4 e il secondo vale 4 = 2,5: i due numeri sono diversi.

e Si calcola il secondo membro.

.o m e . m_ 3m? _, m?
sins +5cos5 —3,sin;=1-"-%7
RISULTATO
Non & una soluzione: l'uguaglianza non vale per ogni x.
DEFINIZIONE
Problema di Cauchy. Dato un punto (xo, Yor yo‘, yo(”_l)) € A, il problema di Cauchy associato all'equazione

di ordine n & il problema di trovare una soluzione y che verifichi le condizioni iniziali y(xo) =Y y(xo) =Yg e
(n-1) _ ., (n-1)

Per il primo ordine, il problema di Cauchy chiede una soluzione che in un punto assegnato assuma un valore
assegnato. Sotto opportune ipotesi esiste una e una sola soluzione, come si vedra per le equazioni lineari.
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Non esiste un metodo per tutte le equazioni. Si studiano alcune classi in cui il metodo risolutivo & noto: le equazioni
del primo ordine a variabili separabili, quelle lineari del primo ordine e quelle lineari di ordine n.

DEFINIZIONE
Equazione lineare. L'equazione del primo ordine y' = a(x) y + g(x) € detta lineare. L'equazione del secondo
ordine y" = a(x) y' + b(x) y + g(x) € detta lineare. In generale si € lineari quando F € una combinazione lineare di
VY o y("_l) con coefficienti che dipendono solo da x.

ESEMPIO
Riconoscere le equazioni lineari. Dire quali tra y" — 3xy = €~ y' = y2 arctan x + €5,y — y arctan x = yVx e y" -
3xV(y') + 5€” = 0 sono lineari.

a La prima si scrive y" = 3xy + €*: & lineare del secondo ordine, con coefficiente di y uguale a 3x e coefficiente
di y' nullo.

e La seconda contiene y2 che non € lineare in y: non é lineare.

e La terza si scrive y' = y (arctan x + vx): & lineare del primo ordine, con a(x) = arctan x + Vx e g = 0. E anche a
variabili separabili.

° La quarta contiene V(") ed ”: non & lineare.

RISULTATO
Sono lineari la prima e la terza.

Equazioni a variabili separabili

DEFINIZIONE
Equazione a variabili separabili. Siano X : (a, b) - Re Y: (c,d) - R continue. L'equazione y' = X(x) Y(y) &
detta a variabili separabili. Una soluzione & una funzione y : (a, 8) — R derivabile con (a, B) < (a, b), con y(x) €

(c, d) per ogni x e con y'(x) = X(x) Y(y(x)) per ogni x € (a, B).

Il punto e che il secondo membro € il prodotto di una funzione della sola x per una della sola y. Per esempio y' = x>
y2 € a variabili separabili con X(x) = X e Y(y) = y2 come y' = (cos x)(cos y). Non lo sono y' = log(xy), perché x e y
non si separano in un prodotto, né ' = (v + xy)/(1 + xy). Invece y’ = (v + xy)/e*™ = (yle’)((1 + x)/e*) lo &. Una
equazione di ordine superiore al primo non & a variabili separabili.

SOLUZIONI DI PRIMA CATEGORIA (COSTANTI)
SiaH=1{h € (c, d): Y(h) = 0}. Se h € H la funzione costante y(x) = h per ogni x € (a, b) & una soluzione: la
derivata € 0 e anche il secondo membro vale X(x) Y(h) = 0. Sono le soluzioni di prima categoria.

SOLUZIONI DI SECONDA CATEGORIA
Sono le soluzioni y : (a, B) - R per cui Y(y(x)) # 0 per ogni x € (a, B). Per ricavarle si divide I'equazione per

Y(y():

Yy _

Y00 X(x) Wxe(a,p).
Poiché X é continua ha una primitiva A(x). L'immagine di y € un intervallo (g, p) (la funzione € continua) in cui Y
non si annulla mai, quindi 1/Y & continua in (g, p) e ha una primitiva B(y). Per la derivata della funzione composta
D[B(y(x))] = B'(y(x)) y'(xX) = y'(x)/Y(y(x)). L'equazione dice dunque che B(y(x)) e A(x) hanno la stessa derivata,
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quindi
By(x))=AX)+k, keR.

La funzione Y ha segno costante in (g, p) perché é continua e non si annulla, quindi B' = 1/Y ha segno costante e
B é strettamente monotona, quindi invertibile. Allora y(x) = B_l(A(x) + k). Viceversa, queste funzioni sono soluzioni
nei sottointervalli in cui A(x) + k appartiene al dominio di B

DA RICORDARE

Metodo. In pratica. Per y' = X(x) Y(y) si scrivono le costanti y = h con Y(h) = 0. Poi, dove Y # 0, si calcolano [
X(x) dx e [ dy/Y(y), siimpone l'uguaglianza con una costante k e si ricava y in funzione di x. Una scrittura rapida
(non rigorosa ma comoda) e dy/Y(y) = X(x) dx.

SOLUZIONI DI TERZA CATEGORIA

Sono soluzioni per cui esistono Xp0 X, € (a, B) con Y(y(xl)) =0e Y(y(xz)) # 0: la soluzione tocca una costante e poi
se ne allontana. Per Y derivabile non esistono (due soluzioni distinte non possono toccarsi), ma se Y & solo
continua possono esistere, come nell'ultimo esempio di questo paragrafo.

ESEMPIO
L'equazione y' = y2 Risolvere y' = y2 e trovare la soluzione con y(0) = 1.

L'equazione € a variabili separabili con X(x) =1 su R e Y(y) :y2 su R.
Prima categoria: Y(h) = h? = 0 solo per h = 0. Soluzione: y(x) = 0 per ogni x € R.
Seconda categoria: si cercano soluzioni con y(x) # 0. Si divide peryz.

Yo _
y(x)? 1

Si osserva che il primo membro ¢ la derivata di —1/y(x) e il secondo € la derivata di x.

1

Dl~5|7DM = -;5=x+k

yx)

Siricava y, per x # —K.

Y=

L'intervallo di definizione non puo contenere —k: la soluzione € definita in ]—co, —k[ oppure in -k, +co[.

Condizione iniziale y(0) = 1: =1/k = 1, quindi k = —1. La soluzione ¢ definita in ]-c, 1[ perché 0 appartiene a
quell'intervallo.

1 1
Y =—7=1%  x<1
RISULTATO
L'integrale generale € y =0 e y = =1/(x + k) in ]—o, —Kk[ oppure in ]-k, +co[. Il problema di Cauchy ha soluzione y =
1/(1 - x) in ]-o0, 1[, che non € prolungabile oltre x = 1 (esplode).

ESEMPIO
Un problema di Cauchy con x2. Risolvere y = x? y2 cony(l)=3.

Prima categoria: Y(y) = y2 si annulla in 0, quindi y = 0 & una soluzione. Non soddisfa la condizione iniziale

(y(1) =3 £0).

| Materiale fornito da noistudiamo.it | Contatti: info@noistudiamo.it Pagina 25 di 67



Seconda categoria: si divide per y2 e si integrano i due membri rispetto a x.

Y 2 , -1-%
yz_X y_3+k

Siricava y ponendo ¢ = -3k.

3 3
y(x) = T3k o0

Condizione y(1) =3: 3/(c - 1) =3, quindic -1 =1, cioe ¢ = 2.

_ 3
y(X) T o-_x3
Il denominatore si annulla per x = ¥2. L'intervallo contenente il punto iniziale x = 1 & ]-c, ¥2[: la soluzione
vive Ii.
RISULTATO

y(x) = 3/(2 - x°) per x < 2.

ESEMPIO
Soluzioni di terza categoria. Studiare le soluzioni di y' = 3y2/3.

L'equazione € a variabili separabilicon X =1 e Y(y) = 3y2/3, continua in R ma non derivabile in 0.
Prima categoria: Y(h) = 0 solo per h = 0. Soluzione: y = 0.

Seconda categoria: si divide per y2/3.

3;'2,3:1 = D[y¥¥|=D[x] = yY=x+k

Si eleva al cubo.

yx)=(x-c)®>, ceR
Terza categoria: si incolla lo zero con una di queste funzioni. Per c fissato siponey=0perx<cey=(x - c)3
per x = c. La funzione €& derivabile in ¢ perché la derivata di (x — c)3 in ¢ vale 0.

Per il punto (0, 0) passano dunque infinite soluzioni (ad esempioy =0, y = x> e le funzioni incollate): l'unicita
del problema di Cauchy cade perché Y non e derivabile in 0.

RISULTATO
Il problema di Cauchy con y(0) = 0 ha infinite soluzioni.

Equazioni lineari del primo ordine
Siano a, f funzioni continue in un intervallo (a, B). L'equazione
y +ax)y=fx)

si dice lineare del primo ordine. Se f= 0 € omogenea. Alla completa si associa 'omogenea associata y' = —a(x) y.
Si puo provare che, per a e f continue, le soluzioni sono definite in tutto (a, B3).

EQUAZIONE OMOGENEA
La funzione nulla e soluzione. Sia ora y una soluzione che non si annulla mai: essendo continua ha segno
costante, e
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Y™ _ _
T ax).

Il primo membro é la derivata di log|y(x)|. Se A € una primitiva di a, le funzioni log|y(x)| e —A(x) hanno la stessa
derivata e differiscono per una costante: log|y(x)| = —A(x) + ¢, da cui

y(x)=ke™ ™,  keR.

Con k = 0 si ritrova la funzione nulla, con k > 0 soluzioni positive e con k < 0 negative. Non esistono soluzioni che
si annullano in un punto senza annullarsi dappertutto, perché k e ™ non tende mai a zero per x finito. Quindi la
formula da tutte e sole le soluzioni dell'omogenea.

EQUAZIONE COMPLETA: VARIAZIONE DELLA COSTANTE
Si cerca una soluzione particolare della forma y(x) = k(x) e_A(X), dove la costante k & sostituita da una funzione
derivabile. Derivando e sostituendo (con A' = a):

k' (x) e A% — A'(x) k(x) @™ + a(x) k(x) e 4™ = f(x).
I due termini con k(x) si cancellano, e rimane k'(x) AW = f(x), cioe

Kk (x) = f(x) eA®),

A(X), che esiste perché é continua. Si € cosi trovato un integrale particolare y.

La funzione k € una primitiva di f(x) €

DEFINIZIONE

Struttura delle soluzioni. Se y risolve I'equazione completa e z 'omogenea associata, y + z risolve la completa.
Se y e z risolvono la completa, y — z risolve 'omogenea.

Dimostrazione. Sew=y +zalloraw +aw=(y'+ay)+(Z +az)=f+0=f.Sew=y-_z alloraw +aw=(y'+a
V- (Z+az)=f-f=0.

DA RICORDARE

Formula risolutiva. L'integrale generale di y' + a(x) y = f(x) € y(x) = y(x) + k e_A(X), conk € R, dove A € una

primitiva di a e ¥ = k(x) e 2® con k(x) primitiva di f(x) €*®). Una volta fissati A e k(x) la formula si legge come y =

A% [J(x) ™ dx ], con una costante arbitraria nell'integrale.

ESEMPIO
Un'equazione completa. Risolvere y' + y = x.

Qui a(x) = 1, quindi A(x) = x e 'omogenea associata ha soluzioni k e .
Si cerca ¥ = k(x) € con K'(x) = f(x) *®) = x X,
k' (x)=xe*
Per parti, con fattore finito x e differenziale e*.
k(x)=xe*dx=xe*-e*=(x-1)e*
Si calcola y.
yx)=(x-1)eXe™=x-1
Si aggiunge l'integrale generale delllomogenea.

y(x)=x—-1+ke™, keR
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e Verifica: y' =1 -ke X, quindiy +y=1-ke *+x-1+ke X =x.

RISULTATO
yx)=x-1+ke ™ perx €R.

Figura 1. Il campo delle direzioni di y' = x — y con alcune soluzioniy = x — 1 + k e, La retta tratteggiata y = x — 1 corrisponde a k = 0.

ESEMPIO
Un problema di Cauchy lineare. Risolvere y' + (2/x) y = x per x > 0, con y(1) = 0.

a Qui a(x) = 2/x, quindi A(x) = 2 log x = log x* e e2¥) = x?, e™¥) = 152,
e Si calcola K'(x) = f(x) €*® = x - x* e quindi k.
X4

KX)=x®* = k(x)=7

Soluzione particolare.

y=% 5=
_x®  k
yx)=7+52

o Integrale generale.

RISULTATO
y(x) = (<* - 1)/(4x?) per x > 0.

Equazioni lineari di ordine n

Siano aj,...a, f funzioni continue in uno stesso intervallo (a, (). L'equazione

YD +a1 )y D+ L+ a1 ()Y +an()y =f(x)
si dice lineare di ordine n; le a; sono i coefficienti, f € il termine noto. Se f= 0 € omogenea. L'omogenea associata
(O) ha gli stessi coefficienti e termine noto nullo.
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DEFINIZIONE

Esistenza e unicita. Il problema di Cauchy associato a (C) ha una e una sola soluzione, definita in tutto (a, f3).
(Enunciato senza dimostrazione.)

DEFINIZIONE

Proprieta delle soluzioni. (1) Se y risolve (C) e z risolve (O), y + z risolve (C). (2) Se y e z risolvono (C),y - z
risolve (O). (3) Se y e z risolvono (O), ogni combinazione lineare h y + k z risolve (O). (4) Principio di
sovrapposizione: se y risolve (C) con termine noto f e z risolve (C) con termine noto g, allora c,yte,z risolve
(C) con termine noto c, f+ c,g. (5) Se il termine noto € complesso, f=u +iv, la funzione y = w + iz risolve (C) se
e solo se wrisolve (C) con termine noto u e z risolve (C) con termine noto v.

Si dimostrano usando la linearita della derivata, come per n = 1. Per la (4): D”(c1 y+c, Z)+..= c, (y(”) +..)+ c,
(z(”) +..)= c, f+ c,g. Per la (5) si separano parte reale e parte immaginaria, poiché i coefficienti sono reali. Dalla
(3) segue che le soluzioni di (O), con somma e prodotto per un numero, formano uno spazio vettoriale.

WRONSKIANO E SOLUZIONI INDIPENDENTI
Siano Yy ¥, soluzioni di (O). Il loro wronskiano ¢ il determinante

mwo:da[ﬁF”@ﬂuszm

La matrice ha n colonne, una per ogni soluzione y, e n righe: la prima contiene le soluzioni, la seconda le loro
derivate prime, e cosi via fino alla riga n con le derivate di ordine n — 1. Pern =2 siha W = VY, =Y, Y

DEFINIZIONE
Wronskiano di soluzioni di (O). Si verifica una e una sola delle due situazioni: o W(x) = 0 per ogni x € (a, f3),
oppure W(x) £ 0 per ogni x € (a, B).

Traccia della dimostrazione, per n = 2. Qui W = VY, =Y, Derivando:

W =Y.V + V1Yo = Yols = YiV2 =Y1Yo = Y2 V1.

Poiché y" = -a, y; - a, y, (sono soluzioni di (O)), si ha

w =)/1<—a1)/'2 - az}’z) —YZ(—aLV'l - az)/1) = —al()/ﬂ"z _Y2y'1) =-a;(x) W.

Dunque W risolve I'equazione lineare omogenea del primo ordine W' + al(x) W =0, le cui soluzioni sono k e_Al(X),
con A1 primitiva di a;:o nulle (per k = 0) o sempre diverse da zero. In generale vale W' = -a, W per ogni n (formula
di Abel, che per coefficienti costanti da W(x) = W(x) e X~ X)),

DEFINIZIONE
Soluzioni indipendenti. Le soluzioni Yoo ¥, di (O) sono dette indipendenti se W(x) # 0 per ogni x € (a, ).

DEFINIZIONE

Esistenza di n soluzioni indipendenti. Un'equazione lineare omogenea di ordine n ha sempre n soluzioni
indipendenti.
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DIMOSTRAZIONE

Sifissa x.. € (a, ) e si considerano gli n problemi di Cauchy (PI.), coni=1, ..., n:l'equazione (O) con le condizioni
y(i_l)(xo) =le y(’)(xo) =0 perj#i- 1. Peril teorema di esistenza e unicita ciascuno ha una soluzione Y; Il
wronskiano in X, e il determinante della matrice identita, cioe W(xo) =1 #0. Per la proposizione sul wronskiano,
W(x) # 0 ovunque: le Yy, sono indipendenti.

DEFINIZIONE
Integrale generale di (O). Se Yy» - ¥, SONO soluzioni indipendenti di (O), tutte e sole le soluzioni di (O) sono k1
y to.t knyn, con kl. € R.

DIMOSTRAZIONE

Una combinazione lineare di soluzioni & una soluzione (proprieta 3). Viceversa, sia y una soluzione di (O). Si fissa
X, € si considera il problema di Cauchy con condizioni y(’)(xo) = y(’)(xo) perj=0,...,n-1,dicuiy é soluzione. Si
considera poi il sistema lineare di n equazioni nelle incognite k1' kn:

n
skiy?0) =7x0),  j=0,1, ....n-1.
i=1

La matrice dei coefficienti ha determinante W(XO) # 0, quindi il sistema ha un'unica soluzione (kl, kn). La
funzione w =% kl. Y, risolve (O) e ha le stesse condizioni iniziali di ¥ in X,: per ['unicita y = w.

Le soluzioni indipendenti nel senso del wronskiano sono anche linearmente indipendenti ('unica combinazione
nulla & quella con tutti i coefficienti nulli); ne segue che lo spazio delle soluzioni di (O) ha dimensione n.

DEFINIZIONE
Integrale generale di (C). Se Yyr - Y, SONO soluzioni indipendenti di (O) e y & una soluzione di (C), l'integrale
generale di (C) e y(x) + kl yl(x) +...+ kn yn(x), kl. € R.

La tesi segue dal teorema precedente e dalle proprieta (1) e (2): la differenza di una soluzione qualsiasi di (C) con
y & soluzione di (O).

DA RICORDARE
In sede d'esame. Per risolvere un'equazione lineare completa serve sempre: (a) l'integrale generale
dell'lomogenea associata, che richiede n soluzioni indipendenti; (b) un integrale particolare della completa; (c) la
somma dei due. Nell'esame si chiede spesso di motivare perché y, ey, sono indipendenti: si calcola il
wronskiano e si mostra che non si annulla.

Equazioni omogenee a coefficienti costanti

Si considera ora I'equazione a coefficienti costanti

y(n)+aly(”'l)+ +a,,_1y'+any:0-

Si cercano soluzioni del tipo y(x) = %, con a € C. Poiché DX ™ = o* €™, sostituendo si ottiene e™ (o + a, ot
+...+ an) = 0. La funzione & dunque soluzione se e solo se a risolve I'equazione caratteristica

a"+a;a"" '+ ... +a,_,0+a,=0.
Le soluzioni di questa equazione (reali e complesse coniugate a coppie) forniscono n soluzioni indipendenti (non lo
si dimostra):
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RADICE DELLA CARATTERISTICA SOLUZIONI INDIPENDENTI DELL'EQUAZIONE DIFFERENZIALE

a reale di molteplicita r e™, x ™, ..., X1 ™ (r funzioni)

B £ iy complesse coniugate di i Bx i Bx . . -
N X e cos(yx) e ¥ e sin(yx), conj =0, ..., s - 1 (2s funzioni)

molteplicita s

Nel cason =2 l'equazionee y"+ay + by =0con a, b € R e I'equazione caratteristica & o> +aa+b=0.Si
studia il segno di A = a’ - 4b.

CASO RADICI INTEGRALE GENERALE WRONSKIANO
. o, X o_x (a,+a,)x
> + -
A>0 aliazreah klel k2e2 (ar2 al)e 1772720
A=0 a reale doppia k, e™ +k, xe™ e?™ 20
f Bx . 2Bx
A<O Bxiy,y#0 e (klcosyx+k25|nyx) yeTr"£0

| wronskiani si calcolano a mano. Nel caso A > 0, per y, = e’ * e y_ = %
1 2
W:yly’2 _Y2y; —euX, azeazx — 02X, alealx — (az _ al) e(a1+orz)x'
Nel caso A =0, pery, = e™e Y, =X e (con y, = e™ + a x e™):
W= eorX(eorx + axeaX) —xe™.ge% = eZCrx_
Nel caso A <0, pery, = e’ cos yxey,= e sin yX:

W=ePXcos yx - ePX(Bsin yx + ycos yx) — eP*sinyx - eP*(Bcos yx - ysinyx) = y e?P~.

A>0 A=0 A<O0

Figura 2. Andamento qualitativo delle soluzioni di y"+ ay'+ by = 0 nei tre casi: esponenziali (A > 0), esponenziale per un polinomio (A
= 0), oscillazione smorzata (A < 0, le curve tratteggiate sono + eBX).

ESEMPIO
Tre equazioni omogenee. Risolvere y" +2y' -3y =0,y"-4y'+4y=0e y" +2y' + 3y = 0.

0 Prima equazione. Caratteristica o +20-3= 0, discriminante 4 + 12 = 16 > 0. Le radici sono a = (-2 + 4)/2,
cioea=1lea=-3.
y(x) =k ¥+ ky e
e Seconda equazione. Caratteristica o’ -da+4= (a- 2)2 = 0: radice doppia a = 2.

y(x) =k, e+ ko xe?
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Terza equazione. Caratteristica o’ +20+3= 0, discriminante 4 - 12 = -8 < 0. Le radici sono a = (-2
2iW2)[2=-1+iN2: B=-1ley=v2.

y(x) = e (kycos /2 x+k,sin /2 x)

RISULTATO
Si ottengono rispettivamente k, €* + k,, e (k, + Kk, x) e ed e (k, cos V2 x + k, Sin V2 X).

ESEMPIO
Una radice complessa doppia. Risolvere y"™ + 2y" + y = 0.

0 Caratteristica: a* + 20 + 1 = (or2 + 1)2 = 0. Le radici sono #i, ciascuna con molteplicita 2: =0,y =1,s=2.
e Per s = 2 si hanno 4 soluzioni: cos x, x cos x, sin X, X Sin X.

Y(X) = (k1 + kox)cos x + (k3 + kgX)SIin X

RISULTATO
y(x) = (k, +k, x) cos x + (ky + k, X) sin x.

Equazioni complete: il metodo di somiglianza

Per trovare un integrale particolare della completa a coefficienti costanti si sfrutta il fatto che, quando il termine
noto é del tipo

f(x) = e™ p(x), heC, p polinomio di grado m,

esiste una soluzione di forma simile. Precisamente si cerca

y(x)=e™x*q(x),
dove g €& un polinomio di grado m a coefficienti da determinare e s € la molteplicita di h come radice dell'equazione
caratteristica (s = 0 se h non é radice). | coefficienti di g si trovano sostituendo y nell'equazione e uguagliando i
coefficienti dei polinomi.

DA RICORDARE
Termini noti trigonometrici. Caso con cos o sin. Se f(x) = p(x) cos(yx) si considera I'equazione con termine
noto p(x) eiyx, se ne trova una soluzione complessa y e si prende la parte reale. Se f(x) = p(x) sin(yx) si prende la
parte immaginaria. Questo & consentito dalla proprieta (5), perché i coefficienti sono reali. Se f contiene anche
e’ siusah=p+iy.

ESEMPIO

Il caso h radice semplice. Risolvere y" - y' = X e,

0 Omogenea associata: o -a= ala—-1)=0,radiciOe 1.
Yo(X) =k1€*+k>

Termine noto e™ px)conh=1ep(x) = x? (m = 2). Poiché 1 é radice semplice, s = 1. Si cerca y = x(a X +b
x +c) e,

y(X) = (ax® + bx? + cx)eX
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Si calcolano le derivate. Per la derivata del prodotto, D[P €] = (P + P') €%, dove P & il polinomio.
v = (ax3+ (3a+b)x? + (2b +c)x +c)e~
Si deriva ancora.
v = (ax® + (6a+b)x?+ (6a+4b +C)x + 2b + 2¢)e*
Si calcola y" - V.
v -y =(3ax?+ (6a+ 2b)x + 2b + ¢)e*
Si uguaglia a x? €% coefficienti di x2, X e del termine noto.

3a=1, 6a+2b=0, 2b+c=0

Risolvendo: a = 1/3, poi 2b = —6a = -2, quindi b = -1, poi ¢ = -2b = 2.

1
a=s;

3 b=-1, c=2

RISULTATO
) =k, €+ k, + (X°3 = x* + 2x) €.

Attenzione: in questo esempio 'esponenziale e* moltiplica anche il polinomio particolare. Se f & X " la soluzione
particolare & (x*/3 — x* + 2x) €5, non x3/3 - x> + 2x.

ESEMPIO

Il caso h non radice. Risolvere y" - y' = e,

° Omogenea come prima: kl e+ k2.
e Il termine noto & e2: h = 2, m = 0. Poiché 2 non e radice,s=0esicercay=c e
y=2ce®, y =4ce¥

e Sostituendo, 4c e - 2¢ X = %X cioe 2¢ = 1.

RISULTATO
() =k, € +k, +e2.

ESEMPIO
Il caso h = 0 radice. Risolvere y" - y' = 2x + 1.

a Omogenea: k, e+ K,

e Termine noto €2 (2x + 1): h =0, m = 1. Poiché 0 & radice semplice, s=1esicercay=x(@x+b)=ax>+b
X.

"

y=2ax+b, y =2a

e Sostituendo.

)7"—)7'=2a—2ax—b=2x+1
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o Si uguagliano i coefficienti: -2a=2e2a-b=1.
a=-1, b=2a-1=-3

RISULTATO
yx) =k, X+ k, - X% - 3x.

ESEMPIO
Termine noto con coseno. Risolvere y" + y = 2x COS X.

Omogenea: oA +1= 0, radici #i.
Yo(X) =k1Cc0S X + koSin x
Poiché cos x € la parte reale di eiX, si considera y" + y = 2x e e si prende la parte reale della soluzione.
Termine noto con h =i, m = 1. Poiché i é radice semplice della caratteristica, s = 1: sicercay =x (a x + b) e,
y=(ax?+bx)e™

Si deriva, ricordando D[P €] = (P' + i P) €”.

V =(2ax+b+iax? +ibx)eX
Seconda derivata.

V =(2a+2iax+ib+2iax+ib-ax?-bx)eX = (-~ax? - bx + 4iax + 2a + 2i b)e

Si calcola y" + y: i termini a x* e b x si cancellano.

V +y=(4iax+2a+2ib)eX
Siuguagliaa2xe™: dia=2e2a+2ib=0.

2 i

a=g;=-3 b=5r=5=3

Si scrive y e si separa la parte reale.

- _ _i 2 l ..
y—( > X +2x)(cosx+/smx)

La parte reale & x cos x/2 + (x2/2) sin x (il prodotto —i/2 - i = 1/2).

- 1 1 .
Rey=2xcosx+3x?sinx

RISULTATO
Y(x) = k| €0 X + k, sin X + (xI2) cos X + (x*/2) sin x.

ESEMPIO
Termine noto con seno e polinomio. Risolvere y" + y = (x + 4) sin 2x.

a Omogenea: kl cos x + k2 sin x.
Si prende la parte immaginaria di una soluzione di y" + y = (x + 4) e?X
m=1:y=(ax+b)e?

. Qui h = 2inon é radice, quindis=0e

v =(a+2iax+2ib)e?*
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Derivata seconda.
¥ = (4ia-4ax - 4b)e?
Si calcola y" +y.
V +y=(-3ax+4ia-3b)e?x

Siuguagliaa (x + 4) e?*: -3a=1e4dia-3b=4.

a——l b_4ia—4 4 4.
-3 -3 3 9

Si scrive y = (a x + b)(cos 2x +isin 2x) con a x + b = =(x/3 + 4/3) — (4/9) i.

y= [—(§ + %) —gi] (coS 2 +isin 2x)

La parte immaginaria € la somma di —(x/3 + 4/3) sin 2x e di —(4/9) cos 2x.

_ 4\ . 4
Imy:—<§ - §>S|n 2X — 5C0S 2X

RISULTATO
y(x) = kl CcoSs X + k2 sin x — (x/3 + 4/3) sin 2x - (4/9) cos 2x.

ESEMPIO
Risonanza. Risolvere y" + 4y = sin 2x.

a Omogenea: radici +2/, quindi k1 cos 2x + k2 sin 2x.

Si considera y" + 4y = e?™: h = 2i & radice semplice, m=0,s=1. Sicercay=cx e?.

Y =c(di-4xe?,  y +4y=dice?

Si prende la parte immaginaria di y = —(i/4) x (cos 2x + i sin 2x) = (x/4) sin 2x — (i/4) x cos 2x.

2]
e Siimpone 4ic = 1.
o

Imy =-7cos 2x

RISULTATO

y(x) = k1 COS 2x + k2 sin 2x — (x/4) cos 2x. L'ampiezza cresce linearmente: € il fenomeno della risonanza.

ESEMPIO
Principio di sovrapposizione. Risolvere y" - y = x + e*.

a Omogenea: a° - 1 = 0, radici +1, quindi k, X+ k, e

e Si risolvono separatamente y" - y = x e y" — y = € e si sommano le soluzioni particolari.

e Perf =x:h=0noneéradice, m=1:y =ax+bey "~y =-ax-b=x,ciota=-1eb=0.

y, ==X
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o Per f, = e*: h =1 & radice semplice, m=0, s = 1: y,=cx e* con Y, =c(x+2) e*, quindi y,"—¥,=2c e*=e.

_1 - 1. x
C=% y,=3X¢e

RISULTATO
y0) =k, € +k, e —x+ (x2) €.

ESEMPIO
Problema di Cauchy. Risolvere y" +2y' =3y =0con y(1) =0e y'(1) = 1.
Lintegrale generale & y = k; e+ k, e ey = ky e~ - 3k, e
Siimpongono le due condizioni iniziali.

kie+k,e3=0, kje-3k,e3=1
Si sottrae la seconda dalla prima: 4 k2 e =-1, quindi k2 = -e%/4.

__et
ko=—7

Dalla prima, k1 e= —k2 e 2= 1/4, quindi kl = 1/(4e).

Si sostituiscono.

Verifica: y(1) =1/4-1/4=0e y'(1) =1/4 + 3/4 = 1.

RISULTATO
yx) = (€71 - e¥a.
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CAPITOLO 3
/‘\/\

Funzioni di due variabili

Il capitolo estende alle funzioni f(x, y) i concetti visti per una variabile: limiti, continuita,
derivate, differenziabilita ed estremi. La novita € che nel piano ci sono infinite direzioni di
avvicinamento a un punto, e questo rende piu delicate le definizioni.

Nozioni di topologia in R?

R? & linsieme delle coppie ordinate di numeri reali; un suo punto & P = (x, y). Analogamente R3 & linsieme delle
terne (X, y, 2).

DEFINIZIONE

Distanza e intorno circolare. La distanza euclidea tra P = (x, y) e P0 = (xo, yo) e d(P, PO) =V((x - xo)2 + (-
yo)z). Dato r > 0, l'intorno circolare di P0 diraggioreé Ir(Po) ={P € R?: dP, PO) <r}, cioe il cerchio senza la
circonferenza.

Sia A < R?. Le definizioni seguenti servono per sapere dove ha senso calcolare limiti e derivate.

NOME DEFINIZIONE

Punto interno PO € Aed esister >0 con Ir(PO) C A. L'insieme dei punti interni & l'interno di A.
Insieme aperto A é vuoto, oppure coincide con il proprio interno.

Insieme chiuso Il complementare di A é aperto.

. . Ogni intorno di P contiene punti di A diversi da P_. L'insieme di questi punti & il
Punto di accumulazione 9 0 P 0 q p

derivato DA.
Punto di frontiera Ogni intorno di P0 contiene punti di A e punti di R? \ A. L'insieme ¢ la frontiera A.
Insieme limitato Esistono P0 er>0conAc Ir(Po)'
intorno circolare interno e frontiera punto di accumulazione

e ~
e N\,
, \
/ \
’ \ PR °
/ \ s “e
1 r \ / \
1 1 ! O'. |
1
1 1 \ I
\ 1 \ ’
\ Po / o e
\ /7 -
\ ’
N 7
N 7

Figura 1. Da sinistra: un intorno circolare, un punto interno (P 1) e uno esterno (P2), un punto di accumulazione.

Si puo dimostrare che A é chiuso se e solo se DA € A, e anche se e solo se dA < A. Un punto di accumulazione
non appartiene necessariamente ad A, e un punto di A non € necessariamente di accumulazione (un punto
isolato).
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ESEMPIO
Aperti, chiusi, limitati. Classificare [-1, 3] x [-2, 1] e i quattro insiemi d(P, PO) <rn<rn=r>r.

o Il rettangolo [-1, 3] x [-2, 1] contiene la sua frontiera, che & l'unione dei quattro lati: & chiuso. E contenuto in
un cerchio abbastanza grande: e limitato.

a dp, PO) <r e l'intorno circolare: aperto e limitato. La frontiera € la circonferenza di centro PO e raggio r.
e dP, PO) < r contiene la circonferenza: chiuso e limitato.
° dP, Po) >r e il complementare di un aperto: chiuso e non limitato. d(P, PO) > r € aperto e non limitato. Tutti e

quattro hanno per frontiera la stessa circonferenza.

RISULTATO
Il rettangolo e il cerchio con bordo sono chiusi e limitati.

Generalita sulle funzioni di due variabili

DEFINIZIONE

Funzione di due variabili e grafico. Una funzione reale di due variabilirealie f: A - Rcon A < R? non vuoto.
Il grafico e Gf: {x,y,2) € R3: (x,¥) € A, z=1(x, y)}, una superficie nello spazio.

Valgono le stesse definizioni delle funzioni di una variabile per limitatezza, estremo superiore e inferiore, massimo
€ minimo assoluti: (xO, yO) € un punto di massimo assoluto se f(x, y) < f(xo, yo) per ogni (x, y) € A.

Alcuni grafici: la funzione costante f(x, y) = k ha per grafico il piano orizzontale z = k. La proiezione f(x, y) = x ha il
piano z = x. La funzione lineare f(x, y) =a x + b y ha il piano z = a x + b y. La funzione f(x, y) = \/(x2 + y2) ha per
grafico un cono, perché z é la distanza del punto dall'origine.

ESEMPIO
Dominio di una funzione. Determinare il dominio di f, = x V(y - 1), i) = y2 log x, f, = (1ly) 4\/(xy), f,= \/(x2 + y2 -
1) e f, = log[(x - 1)(y - 2)].

flz la radice richiede y = 1 = 0. Il dominio €& il semipiano y = 1.

f2: il logaritmo richiede x > 0 (y € libera). Il dominio € il semipiano x > 0.

f3: occorre y # 0 (denominatore) e x y = 0 (radice di indice pari). La seconda condizione dice che x e y hanno
segno concorde o uno dei due € nullo; con y # 0 si ottieney >0e x 20 oppurey<0e x<0.

f4: occorre x° + y2 > 1. Il dominio & I'esterno del cerchio unitario, circonferenza compresa.

f5: occorre (x — 1)(y — 2) > 0, cioé i due fattori hanno lo stesso segno. Sihannox>1ey>2, oppurex<ley
< 2: due quadranti aperti con vertice in (1, 2).

RISULTATO
Rispettivamente: y=21; x>0; (y>0,x=0) 0 (y<0,xs0);x2+y22 Li(x>1,y>2)o(x<1,y<2).

Limiti

Siaf:A - Re (xo, yo) un punto di accumulazione per A.
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DEFINIZIONE
Limite finito. f converge a/ € R per (x, ¥) - (x yo) e si scrive Iim( ) 040, f(x, y) =1, se per ogni € > 0 esiste
0

d >0 tale che (x,y) € Ia(xo' yo) nA Xy # (Xo' yo) implica |f(x, y) - | < e&.

DEFINIZIONE
Limite infinito. f diverge a +o (—) se per ogni k > 0 esiste d > 0 tale che per ogni (x, y) € /5(x0, yo) nA Xy #
(XO, yO), si ha f(x, y) > k (f(x, y) < —k). Una funzione convergente o divergente si dice regolare.

Valgono tutti i teoremi sui limiti di una variabile: unicita, permanenza del segno, confronto, operazioni, e il teorema
dei carabinieri.

ESEMPIO
. inizione. . _ . +2) = 400,

Due limiti dalla definizione. Provare che “m(x.y)a(xo,yo) X=x,e che “m(x,y)_>(0,0) 1/(x2 yz) 00
Primo limite. Fissato € > 0 si vuole |x — x0| < &. Poiché |x - X0| <V((x - XO)2 +(y- yo)z) =d(P, PO), se d(P, Po)
< ¢ la disuguaglianza vale: si sceglie d = ¢.

Q Secondo limite. Fissato k > 0, per (x, y) # (0, 0) la disuguaglianza 1/(x*+y?) > k equivale a x* + y* < 1/k.

2 242 < L
X2+y>k<=>x +y< S\ Xty <\/E

e Basta quindi prendere 6 = 1/vk: ogni (x, y) € 16(0, 0) diverso dall'origine verifica f(x, y) > k.

RISULTATO
Entrambi i limiti sono verificati.

DEFINIZIONE

Limite della funzione composta. Sianog: A - I < R con I|m(xy) (1, y)g(x y) = tbeo: I - R con Ilmt t ()

= /. Allora Ilm( ) %, y)cp(g(x y) =1(si assume t, di accumulazione per l)

ESEMPIO
Limiti con un limite notevole. Calcolare Ilm( ) (00) S|n(x2+y2)/(x +y2) Ilm(Xy) 0.0) (exy2 l)/(xyz) e
Iim(Xy)q(1 " log(1 + x(y—l))/(x (y-1)).

a Primo limite. Con g(x, y) = x? +y2 sihag - 0,elim
risultato & 1.

(0 sint/t= 1. Per il teorema del limite composto il

_ in624v?) . sint
lim V) oy St
*x,y)-(0,0) X *Y t-0 !
e Secondo limite. Con g(x, ) = xy2 -0e IimrﬂO (et - 1)/t =1 il risultato & 1 (la funzione ¢ definita dove xy2 7
0).
e -1

lim —=1
x.y)-(0,0) ¥
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e Terzo limite. Con t = x(y — 1) — 0'si ha log(L + x(y — 1)) / (*(y — 1)) = [log(L + t)/] - (1/x).
log(1+x(y-1)) _ log(1+t) . 1 1. 1 -1

x2(y-1) t X 1

RISULTATO
| tre limiti valgono 1.

RESTRIZIONI E NON ESISTENZA DEL LIMITE
SeECAe (Xo' yo) e di accumulazione per E, la restrizione f]E e f considerata solo sui punti di E.

DEFINIZIONE
Limite della restrizione. Se lim f(x, y) =1, con [ finito oppure o, allora lim

) o L )=y
ogni E < Adi cui (xo, yo) e di accumulazione.

() (x ) e V) =T per

Dimostrazione (caso | = +»). Fissato k > 0, dall'ipotesi esiste 61 >0conf(x,y)>kinAn 16 (Xo’ yo) meno il
centro. Poiché E < A la stessa disuguaglianza vale in E n 16 meno il centro, e fIE =fsu E: 14 tesi segue con 0 =
8, Gli altri casi sono analoghi. !

DA RICORDARE

Criterio per la non esistenza. Se due restrizioni f]E e f]E hanno limiti diversi per (x, y) — (xo, yo), allora il limite
o = - a A o 2 . . . N an e g

di f non esiste. Se invece tutte le restrizioni provatelhanno lo stesso limite /, non si puo concludere che il limite

esista: si ottiene solo che, se esiste, vale /. Per provare che esiste si usa la definizione o i carabinieri.

ESEMPIO
Limite che non esiste. Studiare Ilm(x,y)-.(O,O) xy/(x2+y2).

a La forma € indeterminata 0/0. Si prende la restrizione all'asse y, cioé E0 ={x =0,y #0}: lafunzione vale 0.
fle,=0 = lim =0

a Si prende la restrizione alla retta y = x, cioe E1 ={y=x, x#0}.

fl _x _1 lim =%
E1T 23 = 2

e Con la retta y = m x si ottiene piu in generale m/(1 + mz), che dipende da m.
mx? m

flEm_x2+m2x2 T 1+m?

RISULTATO
| limiti delle restrizioni sono diversi: il limite non esiste.

ESEMPIO
Limite che esiste (carabinieri). Calcolare Ilm(x,y)-.(O,O) xy2/(x +y2).

Le restrizioni alle rette y = m x danno m? x| a+ mz), che tende a 0 per ogni m (e 0 sull'asse y). Quindi, se il
limite esiste, vale 0.

m?x3 m?

flEm:X2+m2x2_1+m2X_) 0
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o Per provare che esiste si maggiora, usando y2 <x°+ y2

y2
0<|fx, )= x| <Xl

X2 +y?
e Poiché |x| — 0, per il teorema dei carabinieri |f(x, )| — 0, quindi f - O.

RISULTATO
Il limite vale 0.

DA RICORDARE

Disuguaglianze utili. Per i carabinieri sono utili le disuguaglianze valide per (x, y) # (0, 0): [x] < \/(x2+y2), ly| <
2 2 2 ok S 2_.2

VOCHA), YAI+y2) < 1 e Ixy| < (X+y)/2. L'ultima si ottiene da 0 < (Jx] — [y])? = X - 2|xy| + y°.

ESEMPIO
.. - - . 37,2
Un limite con radice cubica. Calcolare I'm(x,y)ﬂ(o,O) xy | V(x +y2).

Q Siusa |xy| < (x2 + yz)/2 e si semplifica la potenza al denominatore: (x2+y2) / (x2+y2)1/3 = (x2+y2)2/3.

XZ +y2
(x2+y?)

0< Xyl S%

—1(y2,.,2\23
(xZ+y2)13 1/3_§(X +y)

a L'ultimo membro tende a 0 per (x, y) — (0, 0). Per i carabinieri il limite vale 0.

RISULTATO
Il limite vale O.

ESEMPIO
o 2 4
Le rette non bastano. Studiare im,  , X* y/(x +).

0 Lungo le rette y = m x si ottiene m x?'/(x4 +m? x2) =m x/(x2 + mz), che tende a 0 se m # 0. Lungo gli assi la
funzione vale 0. Tutte le rette danno 0.

_ mx® _ mx 0
flEm_X4+m2X2_X2+m2 -

° Si prova allora la parabola y = x?: il numeratore vale x* e il denominatore x* + x*.

4 1
f(X’ Xz) = X4):X4 = 5

RISULTATO
Il limite non esiste: lungo la parabola vale 1/2, lungo le rette 0.
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Figura 2. Alcune rette per l'origine (tutte con limite O nell'ultimo esempio) e una parabola (limite 1/2): le rette non bastano a provare che
un limite esiste.

ESEMPIO
Funzione non nulla solo su una parabola. Sia f(x, y) = 1se y = X’ e f(x, y) = 0 altrimenti. Studiare il limite in (O,
0).

a Su ogni retta y = m x (x # 0) la funzione vale 0 per x abbastanza piccolo (I'intersezione con la parabola € solo
X = m oltre all'origine), quindi il limite della restrizione € 0.

e Sulla parabola E = {y = x2} la funzione vale 1 identicamente, quindi il limite della restrizione & 1.

RISULTATO
Il limite non esiste.

Funzioni continue

DEFINIZIONE
Continuita. f: A - R & continua in (XO, yo) € A se per ogni € > 0 esiste d > 0 tale che (x, ) €A n Ié(xo, yo)
implica |f(x, y) — f(xo, y0)| < &. E continua in A se lo & in ogni punto di A.

Come in una variabile: se (Xo’ yo) e di accumulazione per A, f & continua in (xO, yo) se e solo se Iim(x’y)q(xoyy ) f(x, y)
= f(xo, yo). Se invece € un punto isolato, f & continua in esso. Somma, prodotto, quoziente (con denominatore non
nullo) e valore assoluto di funzioni continue sono continue. Se g,. 9, sono continue in t,e fé continua in (gl(to),
gz(to))’ anche F(t) = f(gl(t), gz(t)) € continua in to'

DEFINIZIONE

Teorema di Weierstrass. Una funzione continua in un insieme chiuso e limitato di R® ha massimo e minimo
assoluti.

ESEMPIO
Continuita in un punto. Dire se f(x, y) = xy/(x2+y2) per (x, y) # (0, 0) e f(0, 0) = 0 & continua in (0, 0).

a Il limite in (0, 0) non esiste (esempio precedente), quindi non puo essere uguale a f(0, 0) = 0.
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RISULTATO
fnon e continua in (0, 0), anche se esiste f(0,0) e le restrizioni agli assi sono nulle.

Derivate parziali

DEFINIZIONE

Derivate parziali. Sia (XO, yo) un punto interno ad A. Se la funzione g(x) = f(x, yo) e derivabile in X il numero
g‘(xo) e la derivata parziale di f rispetto a x e si indica con fX(xo, yo) o] af/ax(xo, yo): fX(xo, yo) =lim " (f(x0+h, yO) =
f(x,: ¥p))/h. In modo analogo fy(xo, Yo =lim, o (fx,, Yo th) = f(xo, y ))h.

Derivare rispetto a x significa quindi trattare y come una costante e derivare come in una variabile. Il vettore Vf(x_,
¥ = (£ (X5 ¥, fy(xo, y,) € il gradiente di fin (x,, y,).

ESEMPIO
Gradiente di funzioni elementari. Calcolare Vf per f = 4)<5y3 X+ y2 - 2x+6yin (1, 0) e per f = sin(xy)/y in
(112, 1/2).

a Primo caso. Si deriva rispetto a x trattando y come costante, poi rispetto a y.
fi=20x%3-4x3-2,  f,=12x°%+2y+6
Si calcolain (1, 0).
Vf(1,0)=(0-4-2, 0+0+6)=(-6, 6)

fo= ycos(xy)

f = Xycos(xy) — sin(xy)
y y—

= cos(xy), -

e Secondo caso. Si deriva il quoziente: rispetto a x il fattore 1/y & costante.
° In (1/2, 1/2) si ha xy = 11/4, con cos(1/4) = sin(rt/4) = V2/2.

moV2_y?
2 12 o 2
=Y = 4

RISULTATO
Vf(1, 0) = (-6, 6) e VA(11/2, 1/2) = (V2I2, (V2I2)(TT - 4)).

ESEMPIO
Derivate parziali e punti singolari. Studiare le derivate parziali in (0, 0) di f1 = \/(x2+y2) e di f2 =|xy|.

a f (x 0) = \/(x ) = |x] non & derivabile in x = 0: non esiste f (O 0), e in modo analogo non esiste f (0 0). Fuori
daII origine esistono e valgono x/V(x +y2) e y(x +y2)

a f2(x, 0) = 0 per ogni x: esiste fX(O, 0) = 0, e analogamente fy(O, 0)=0.

e In (0, 1): f2(x, 1) = |x| non & derivabile in 0, quindi non esiste fX(O, 1); invece f2(0, y) =0 e quindi fy(O, 1)=0.
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o Fuori dagli assi, usando D|t| = t/|t| per t £ O.

f=lvlZ, =i

RISULTATO
Una funzione pu0 avere derivate parziali in un punto e non averle in altri: lo studio va fatto punto per punto.

DERIVATE SECONDE
Se il dominio e aperto e fX, fy esistono in ogni punto, si possono derivare ancora. Le derivate seconde sono fXX, fyy
(pure) e ny = 0/dy (fX), fyX = 0/ox (fy) (miste).

ESEMPIO
Derivate seconde di un polinomio. Calcolare le derivate seconde di f = x2y = 3xy3 + 2x2y2 + Xy.

0 Derivate prime.
fe=2xy-3y3+4axy?+y,  f,=x%-9xy?+4x%y+x
e Derivate seconde pure.
fc=2y+4y?, £, =-18xy+4x?
e Derivate seconde miste: si deriva fX rispettoa y e fy rispetto a x.
foy=2x-9y?+8xy+1, fx=2x-9y?+8xy+1

RISULTATO
Le due derivate miste coincidono: cio accade sotto le ipotesi del teorema di Schwarz.

Non & sempre cosi. Si consideri f(x, y) = xy(xz—yz)/(x2+y2) per (x, y) # (0, 0) e f(0, 0) = 0.

ESEMPIO
Derivate miste diverse. Mostrare che per la funzione f(x, y) = xy(xz—yz)/(x2+y2), f(0, 0) =0, si ha ny(O, 0) # fyX(O,
0).

In (0, 0): f(x,0) =0 e (0, y) =0, quindi f (0, 0)=f (O, 0)=0

a Fuori dall'origine si calcolano le derivate prime: f —y(x —y + 4x2y2)/(x2+y2) ef —X(x —y -
4x2y2)/(x +y2) Ponendo x = 0 nella primaey = O nella seconda:
Y _ _xxt
(0,y)= Go=Y fy(x,0) == =x

e Queste valgono anche in y = 0 e x = 0 rispettivamente (dove le derivate sono nulle). Derivando fX(O, V=-y
rispettoay e fy(x, 0) = x rispetto a x:

ny(0,0)=—1, fyx(o,o)zl

RISULTATO
f,(0.0)=-1#1=1 (0,0).
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DEFINIZIONE
Lemma di Schwarz. Sia A aperto e f: A - R dotata in A delle derivate seconde miste ny e fyx. Se esse sono
continue in (Xo' yo), allora ny(xO, yo) = fyx(xo, yo). (Enunciato senza dimostrazione.)

Nell'esempio precedente le derivate miste non sono continue nell'origine, quindi il lemma non si applica.

Differenziabilita

In una variabile la derivabilita implica la continuita. Per due variabili I'esistenza delle derivate parziali non basta: la
funzione xy/(x2+y2) (con valore 0 nell'origine) ha fX(O, 0)= fy(O, 0) = 0 ma é discontinua nell'origine. Serve una
proprieta piu forte, che nasce da questa osservazione: @ € derivabile in ¢ se e solo se Ap =1 h + o(|h]), cioé
I'incremento si approssima con una funzione lineare con errore di ordine superiore.

DEFINIZIONE

Differenziabilita. Sia (xo, yo) interno ad A. f & differenziabile in (Xo’ yO) se esistono /, m € R tali che f(x0+h, y0+k)

= f(xo, yo) =lh+mk+ o(\/(h2+k2)) per (h, k) - (0, 0). Equivalentemente lim [f(x +h,y +k) = f(x_, y.)—(
2 (h,k)-(0,0) " ¥"0 0 0’0

h+m k)] / V(h®+k%) = 0.

Si chiama incremento Af(h, k) = f(x0+h, y0+k) - f(xo, yo). La funzione lineare (h, k) » I h + m k & il differenziale
(X, ¥)-

DEFINIZIONE

Differenziabile implica continua e derivabile. Se f € differenziabile in (Xo’ yO) allora: (i) f € continua in (XO, yo);
(ii) esistono f (x, y,) =/ e fy(XO, Yy =m.

DIMOSTRAZIONE

(i) La continuita equivale a lim(h,k)a(0,0) Af=0. Si scrive Af come

Af:%-\/h2+k2 +(lh+mKk).

Il primo fattore tende a 0 per la differenziabilita, il secondo a 0 perché ¢ la distanza dall'origine, e /h + mk - 0.
Dunque Af - 0.

(ii) Si pone g(h, k) = [Afth, k) = (h + m k)] / x/(h2+k2), che tende a 0. Anche la restrizione all'insieme k=0, h#0
tende a 0, cioé

lim fixo+h, yo) = fixo, yo) = Ih _ 0.
h-0 1Al
Poiché |h|/h vale +1, un'espressione che tende a 0 dividendo per |h| tende a 0 anche dividendo per h. Quindi

lim f(Xo“'h,}’oz‘f(Xo,}’o) = lim f(Xo"'h,J/o);]f(Xoy,VO)‘/h +/| =1
h—>0 h—»O
Percio fx(xo’ yo) = /. Allo stesso modo fy(xo, yo) =m. Segue df(xo, yo)(h, k) = fX(XO, yo) h+ fy(xo, yo) k.

DA RICORDARE

Schema delle implicazioni. Una funzione differenziabile in un punto & continua e ha le derivate parziali; i
viceversa sono falsi. Per provare che f non é differenziabile basta dimostrare che non e continua, o che manca
una derivata parziale, oppure che il limite [Af - dﬂ/\/(h2+kz) non € 0. Per provare che lo €&, si usa il teorema del
differenziale totale.
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ESEMPIO
Differenziabilita nell'origine. Studiare la differenziabilita in (0, 0) di: (&) xy/(x>+y?) con f(0,0) = 0: (b) V(*+y?);
(©) Vixyl; (d) |xyl.

0 (a) non é continua nell'origine, quindi non é differenziabile.

e (b) non ha derivate parziali nell'origine, quindi non e differenziabile.

e (c) & continua e ha fX(O, 0) = fy(O, 0) = 0, quindi df(0, 0) = 0. Si studia il quoziente [f(h, k) — f(0, 0) — 0] /
V(h?+KP).

V |hk|
JhEke

o Lungo k = h vale |h| / (|h| V2) = 1/V2, mentre lungo k = 0 vale 0: il limite non esiste, quindi (c) non &
differenziabile.

o (d) & continua, con fX(O, 0)= fy(O, 0) = 0 e df(0, 0) = 0. Il quoziente ¢ |hk| / \/(h2+k2) e si maggiora con |h| /
V(RP+KY) < 1.

lhkl  _ __lhi
h?+k? — \/h2+k?

0< k| <|K| — O

o Per i carabinieri il limite & O: (d) & differenziabile nell'origine, con df(0, 0) = 0.

RISULTATO
Solo (d) & differenziabile in (0, 0).

DEFINIZIONE

Teorema del differenziale totale. Sia A aperto e (xo, yo) € A. Se f e derivabile parzialmente rispetto a x in (x,
yo) e rispetto a y in tutto A, con fy continua in (Xo’ yo), allora f e differenziabile in (xO, yO). In particolare, se f ha
derivate parziali prime continue in A, é differenziabile in ogni punto.

DIMOSTRAZIONE
Si scrive Af — df spezzando l'incremento in due passi, prima lungo y e poi lungo x:

Af—df= [f(xo + h, Yo + k) = f(xo + h, Yo) = fy(Xo, Yo) k] + [f(xo + h, ¥0) = (X0, Yo) — fi(Xo, o) hl.
Primo termine. La funzione y » f(x0+h, y) é derivabile, quindi per il teorema di Lagrange esiste \bar{y} compreso
tray,e y0+k con f(x0+h, y0+k) - f(x0+h, yO) = fy(x0+h, \bar{y}) k. Il primo termine vale [fy(x0+h, \bar{y}) - fy(xo, yo)]

Fissato € > 0, per la continuita di f_in (xo, yo) esiste 61 taleche |f (x,y) - f (xo, y0)| < ¢&l2 se d((x, y), (xo, yo)) < 61.
Se V(h*+k?) < & il punto (x+h, \bar{y}) € a distanza minore di &, (perché [\bar{y} - y,| < ki), quindi il primo termine
& in modulo al pit (€/2) K| < (€/2) V(h*+K?).

Secondo termine. Poiché f (Xo’ yo) esiste, f(x0+h, yo) - f(xo, yo) - fX(xo, yo) h = o(|h]): esiste 62 tale che il modulo &
al piu (£/2) |h| < (e/2) \/(h2+ ) per |h| < 62.

Con &= min(3,, 8,), per 0 < V(h*+k?) < & si ha |Af - df| / V(h*+k°) < &/2 + €12 = €, che ¢ la definizione di
differenziabilita.

Il differenziale permette di approssimare la funzione vicino al punto con il piano tangente al grafico: z = f(xo, yO) +
F g Yo = Xg) + £ (%0, YU = ¥).
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ESEMPIO
Piano tangente. Scrivere il piano tangente al grafico di f(x, y) = X+ y2 nel punto (1, 2).

o f(1, 2) = 5. Le derivate parziali sono fX =2xe fy = 2y, continue in R f & differenziabile ovunque.

f(1,2)=2, £/(1,2)=4

e Si sostituisce nell'equazione del piano tangente.

z=5+2(x-1)+4(y-2)=2x+4y-5

RISULTATO
Il piano tangente € z = 2x + 4y - 5.

DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI COMPOSTE

DEFINIZIONE
Derivata della funzione composta. Siano 9,,9," (a, b) » R derivabiliin t, € tali che (gl(t), gz(t)) € A per ogni
t. Se f e differenziabile in (gl(to), gz(to))' allora F(t) = f(gl(t), gz(t)) e derivabile in t,e F(to) = fX(gl(tO), gz(to))
9,(t) +1.(9,(ty). 9,(t,)) 9,t,). cioe F(t) =Vf - (g, g,).

DIMOSTRAZIONE
Si pone Xy = gl(t ),

g );0 = gz(to) e, per s piccolo, h = gl(t0+s) ~ Xy k= gz(t0+s) Yo La differenziabilita da Af = fX h+
fy k + w(h, k) V(h

+k“), con w(h, k) - 0 per (h, k) - (0, 0) (e w(0, 0) = 0). Dividendo per s:

_ h2 k2
F(to+5) F(to):fxﬁ_'_fyl_(_l_w(h,k)‘\/ + .
S S S S
Pers - 0:his - g,'(t) e ks — g,(t,) (derivabilita), quindi v(h*+k)/|s| resta limitato, tendendo a v(g,” + g,?).
Inoltre h, k - 0 perché 9,. 9, sono continue, e percio w — 0. L'ultimo termine tende a 0 e il limite fX gl' + fy g2'.

ESEMPIO
Regola della catena. Sia f(x, y) = X? yconx= e y =sin t. Calcolare F'(f) con F(t) = f(tz, sin t).
. RTIET Y _ _ 2 . . . . "
a Derivate parziali di f: fX =2xye fy = x“. Derivate di 9,959, = 2te g, =cost.
e Si applica la formula e si sostituisce x = tz, y=sint.
F(f) = 2t%sint- 2t +t* - cost=4t3sint + t*cost

e Verifica: F(t) = t* sin t, la cui derivata & 4¢> sin t + t* cos t.

RISULTATO
F(t) = 4 sin t + * cos t.
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Derivate direzionali

DEFINIZIONE

Derivata direzionale. Sia v = (vl, v2) un versore (vettore di lunghezza 1) e (xo, yo) interno ad A. La derivata
direzionale di f lungo vin (Xo’ yo) e, se esiste, D, f(xo, yO) = Iimt%0 (f(x0+t v Yott v2) = f(xo, yo))/t, cioe la derivata
in t = 0 della funzione F(t) = f(x0 ttv,y,t tvz).

Perv = e = =(1,0)si ottlenef perv=e, = = (0, 1) si ottiene f . Il viceversa € falso: una funzione puo avere le due
derivate par2|aI| e non avere Ie altre derlvate direzionali. Per f = xy/(x +y2) (f(0,0) = 0) la derivata nell'origine lungo
ve Ilmt o1 v2/t che esiste solo se v, v, = =0.

DEFINIZIONE

Formula del gradiente. Se f € differenziabile in (Xo’ yo), allora esiste DV f(xo, yo) per ogni versore v e DV f(xo, yo)

= Vf(xo, yO) Sv= fX v, + fy 2

Dimostrazione. Si applica il teorema della derivata composta con gl(t) =x,ttv e gz(t) =Y, ttv,, per cui gl'(O)
=v, e gz'(O) =V,

Dalla disuguaglianza di Cauchy e Schwarz, va: Vf- v =|Vf] cos 6 < |Vf], dove 6 & I'angolo tra Vf e v: la derivata
direzionale & massima quando v ha la direzione del gradiente (se Vf # 0), e vale |Vf].

/)T

Figura 3. Linee di livello di f, gradiente Vf(PO) e un versore v. La derivata direzionale é il prodotto scalare Vf(PO) V.

ESEMPIO
Una funzione con tutte le derivate direzionali ma non differenziabile. Studiare f(x, y) = xy2/(x2+y2), f(0,0) =
0, in (0, 0).
o Per un versore v = (v % ) si ha F(t) = f(t v tv, ) =tv quindi D f(0,0) = v 2 per ogni v. In particolare
fX(O, 0) = fy(O, 0)=0.
a Se ffosse differenziabile, D, f(0, 0) sarebbe Vf - v = 0 per ogni v. Ma per v = (12, 1V2) si ha D, f= 1/(2v2) #
0.

12'

D,f(0,0)=v,v2 = % 3#0

RISULTATO
f non é differenziabile in (0, 0) pur avendo ogni derivata direzionale.
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ESEMPIO

Derivata lungo una retta. Calcolare la derivata direzionale di f(x, y) = x Iog(x2+y2+3) in (0, 1) lungo la direzione
dellaretta2x -y +6 =0.

0 f ha derivate parziali continue in IRZ, quindi e differenziabile e vale la formula del gradiente.

Derivate parziali.

fX:Iog(x2+y2+3)+L2 f=_2

psvare T v

e Nel punto (0, 1): x = 0 annulla le frazioni, e log(0 + 1 + 3) = log 4.
Vf(0, 1) = (log 4, 0)

La retta y = 2x + 6 ha pendenza 2 ed é parallela a (1, 2), di lunghezza V5. Il versore € v = (15, 2V5) (il
versore opposto darebbe il risultato con segno cambiato).

(4 %)

e Si calcola il prodotto scalare.

|
va(0,1)=log4-i5+o.%:%54

RISULTATO
D, (0, 1) =log 4/ V5.

Estremi relativi

DEFINIZIONE
Estremo relativo. (XO, yo) € A e un punto di massimo (minimo) relativo se esiste d > 0 tale che f(x, y) < f(xo, yo)
(=) perogni (x,y) EAn Ié(xo, yO).

DEFINIZIONE
Teorema di Fermat. Se (Xo' yO) e interno ad A, & un punto di estremo relativo e f ha derivata lungo il versore v in

(Xo’ yo), allora DV f(xo, yo) = 0. In particolare, se esistono le derivate parziali prime, Vf(xo, yo) =0.

Dimostrazione. La funzione F(t) = f(x0 ttv,y,tt v2) ha un estremo relativo in t = 0 e vi € derivabile, quindi F'(0)
= 0 per il teorema di Fermat di una variabile. Ma F(0) = DV f(xo, yo).

| punti interni in cui Vf = 0 si dicono stazionari. Un punto stazionario non & necessariamente di estremo: per f(x, y)
= xy si ha Vf = (y, x), quindi (0, 0) é stazionario, ma f(0, 0) = 0 e in ogni intorno ci sono punti con xy > 0 e punti con
xy < 0. | punti stazionari che non sono di estremo relativo si chiamano punti di sella.

Se f ha derivate seconde, I'Hessiano in (x, y) € il determinante

H(X, y) = (X, ¥) y (X, ¥) = (X, ¥) Fyx(X, Y).
Con derivate seconde continue vale f =f (Schwarz), e quindiH=f f -f 2
Xy yx XXy Xy
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DEFINIZIONE
Condizioni necessarie del secondo ordine. Se f ha derivate seconde continue in A e (xo, yo) e di massimo
(minimo) relativo, allora fXX(xO, yO) <0(=0)e H(xo, yo) > 0.

DEFINIZIONE

Condizioni sufficienti del secondo ordine. Se f ha derivate seconde continue in A, Vf(xo, yo) =0, H(xo, yo) >0

e fXX(XO, yO) <0 (> 0), allora (Xo’ yo) e di massimo (minimo) relativo. (Enunciati senza dimostrazione.)

SeH>O0alloraf f >f 2> 0,quindif _#0ef ,f hanno lo stesso segno. Se H < 0 il punto non é di estremo,
3 XXy Xy XX XXy
perché contraddice la condizione necessaria H = 0: & una sella.

DA RICORDARE
Ricerca degli estremi relativi. Procedura. (1) Si risolve fx =0, fy =0. (2) Si calcolano fXX, fxy, fyy e H in ogni
punto stazionario. (3) Se H>0e fXX > 0: minimo relativo; se H>0 e fXX < 0: massimo relativo; se H < 0: sella. (4)

Se H = 0 il criterio non decide e si studia la definizione (ad esempio il segno di f(x, y) — f(xo, yo) vicino al punto).

minimo relativo punto di sella

Figura 4. Linee di livello vicino a un punto stazionario: le curve chiuse concentriche indicano un minimo o un massimo, le curve a
iperbole una sella.

z=x2+y? z=x°-y

)
AN

~ Q’Q’Q’Q"h /
NSO,
NSO 7
NSO K77

Figura 5. | grafici del paraboloide z = X+ y2 (minimo nell'origine) e della sella z = X - y2
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ESEMPIO
Estremi relativi: due funzioni. Trovare gli estremi relativi di f = 2% + xXy-yedig= X+ y2 -2Xxy.

Per f: fX =4x+ye fy =x-1.llsistemadx+y=0,x-1=0dax=1,y=-4:un solo punto stazionario (1, —4).
Derivate seconde di f: fXX =4, fxy =1, fyy =0. L'Hessiano é H=4-0 - 1°=-1< 0: (1, -4) € un punto di sella.

Per g: g9,= 3x% - 2y e gy = 2y - 2x. Dalla seconda y = x; sostituendo nella prima 3x? - 2x =0, cioé x=00x =
2/3. Punti stazionari (0, 0) e (2/3, 2/3).

Derivate seconde di g: 9 = 6x, ng =-2, gyy =2,quindi H(x, y) =12 x — 4.

H(0,0)=-4<0, H<§,§>:8—4:4>0

In (0, 0) I'Hessiano € negativo: sella. In (2/3, 2/3) I'Hessiano & positivo e 9,=6" 2/3 = 4 > 0: minimo relativo.

RISULTATO
f ha solo una sellain (1, —4). g ha una sella in (0, 0) e un minimo relativo in (2/3, 2/3).

ESEMPIO
; ; _ A, A A A
Hessiano nullo. Studiare f=x"+y e g=x -y nell'origine.

a In entrambi i casi V = (4x3, t4y3) si annullain (0, 0), e le derivate seconde 12x2, 0, t12y2 sono nulle in (0, 0):
H(0, 0) = 0. Il criterio non decide.

e Per f: f(x, y) = x* + y* > 0 = f(0, 0), quindi (0, 0) & un minimo relativo (anche assoluto).

e Per g: sull'asse x, g(x, 0) = x*>0e sullasse ¥, 90,y = —y4 <0, per x, y # 0: in ogni intorno ci sono valori
maggiori e minori di g(0, 0) = 0, quindi & una sella.

RISULTATO
Con H =0 lo stesso punto puo essere minimo o sella: occorre la definizione.

Estremi assoluti

Sia A chiuso e limitato e f continua in A: per il teorema di Weierstrass f ha massimo e minimo assoluti. | punti in cui
sono assunti vanno cercati tra gli elementi di tre insiemi:

. A1’ i punti interni ad A stazionari (Vf = 0).

. Az’ i punti interni ad A in cui manca una derivata parziale e I'altra & nulla, oppure mancano entrambe.

. A3, i punti della frontiera di A.

Si calcola fin tutti i punti candidati e si confrontano i valori: il pit grande € il massimo e il piu piccolo & il minimo.
PerA3, se la frontiera & una unione di segmenti si studia f su ogni lato come funzione di una variabile (derivata
uguale a zero piu estremi del lato). Se e parametrizzabile, 0A = {(gl(t), gz(t)) 1t € [a, b]}, si studia F(t) = f(gl(t),
g,(0) in [a, b].

ESEMPIO
Quadrato. Trovare gli estremi assoluti di f(x, y) = 2x° - X y — y nel quadrato di vertici (0, 0), (1, 0), (1, 1), (O, 1).

a f & continua e il quadrato € chiuso e limitato: massimo e minimo esistono.
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Al: il sistema fX =4x-y=0, fy =-x-1=0da (-1, -4), fuori dal quadrato. A1 = . f & derivabile ovunque: A2
=0.

Latoy=1:9g(x) =f(x,1) = 2% - x - 1, con g'(x) = 4x = 1 = 0 per x = 1/4. Punto candidato (1/4, 1).

Lato x = 1: h(y) = f(1, y) = 2 — 2y, decrescente: nessun punto interno. Lato y = 0: f(x, 0) = 2x2, derivata 4x
nulla solo in x = 0 (vertice). Lato x = 0: f(0, y) = -y, nessun punto stazionario.

Candidati: i quattro vertici e (1/4, 1). Si calcola f.

f(0,0)=0, f(1,0)=2, £0,1)=-1, £1,1)=0, f(3,1)=5-3-1=—3

RISULTATO
Massimo assoluto 2 in (1, 0), minimo assoluto —9/8 in (1/4, 1).

Figura 6. Il triangolo A dell'esempio seguente, con il punto stazionario interno S e il punto M del lato obliquo.

ESEMPIO

Triangolo. Trovare gli estremi assoluti di f(x, y) = X2+ y2 - X — y nel triangolo di vertici O = (0, 0), B=(2,0),C =
(O, 2).

Q Ajf =2x-1=0,f =2y-1=0das = (1/2, 1/2), inteno al triangolo (x +y = 1 < 2). f(S) = /4 + 1/4 - 1 =
-12.A,= ©.

e Lato OB (y = 0): f(x, 0) = x? - X, X € [0, 2], derivata 2x = 1 = 0 in x = 1/2: candidato (1/2, 0) con valore —1/4. Lo
stesso accade sul lato OC: (0, 1/2) con valore —1/4.

e Lato BC (y = 2 — x): f(x, 2—x):x2+(2—x)2—2:2x2—4x+2:2(x— 1)2, derivata 4(x —1)=0inx=1:
candidato M = (1, 1) con valore 0.

f(X,2=X)=x2+4-4x+x?>-2=2x?>-4x+2
° Valori ai vertici: f(O) = 0, f(B) = 4 - 2 = 2, f(C) = 2.
e Si confrontano tutti i valori: =1/2, -1/4, -1/4, 0, 0, 2, 2.

RISULTATO
Minimo assoluto -1/2 in (1/2, 1/2), massimo assoluto 2 nei vertici B e C.
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ESEMPIO

Un punto non derivabile e una frontiera parametrizzata. Trovare gli estremi assoluti di f(x, y) = \/(x2+y2) =3
nel cerchio x> + y? < 1.

0 f & continua e il cerchio é chiuso e limitato. f non ha derivate parziali nell'origine, che € interna: A2 ={(0, 0)},
con f(0, 0) = 0.

e A,: fuori dallorigine f, = XWX+ - 1e f,= yN(x?+y?). Da f,=0seguey=0edaf =0seguex = x|, cioé x
> 0. Sono stazionari tutti i punti (x, 0) con 0 < x < 1, dove f=|x| - x =0.

e Frontiera: x =cos t, y =sint, t € [0, 2m], e F(f) = 1 — cos t. La derivata sin t si annulla in t = 7T (e agli estremi 0,

2m). F(mm) = 2, F(0) = F(2mr) = 0.
F(f)=+/cos?t+sin’t —cost=1-cost

° Confronto: i valori sono 0 (origine e segmento) e 0, 2 (frontiera).

e Poiché w/(x2+y2) > |x| = x, si ha f = 0 ovunque, coerente con il minimo trovato.

RISULTATO
Minimo assoluto 0 (assunto nei punti (x, 0) con 0 < x < 1), massimo assoluto 2 in (-1, 0).
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CAPITOLO 4
—_~

Serie numeriche e serie di funzioni

Una serie & la somma di infiniti termini. Si attribuisce un significato a questa somma
studiando il limite delle somme di un numero finito di termini. Il capitolo raccoglie i criteri
per stabilire se una serie converge, poi passa alle serie di funzioni, alle serie di potenze
e al polinomio di Taylor.

Prime definizioni

Sia {an} una successione di numeri reali. La somma di tutti i suoi termini si indica con a +ta,+..+a +..oppure

con Zn:1°° a, ed ¢ la serie di termine generale a. Per darle un senso si considerano le somme con un numero

finito di addendi:

n
Si1=as, Sy, =4, +ao, Sp=ai+ax+ ... +ta,= > a;.
i=1
Il numero S, e la somma parziale di posto n. Il comportamento di {sn} per n — o si chiama carattere della serie.

DEFINIZIONE

Carattere di una serie. Se S, S € R la serie converge e ha sommas: s = anl‘” a. Se S, — tw (=c0) la serie
diverge positivamente (negativamente). Se {sn} non ha limite la serie € indeterminata (o oscillante, o non
regolare). Una serie convergente o divergente si dice regolare.

ESEMPIO

Tre serie elementari. Studiare il carattere della serie di termine generale a = k (conk € R), di = nedis (-1)".

a Serie costante a = k: S, = k n. Se k =0 la somma & 0 (converge); se k >0 si ha S, — o) se k<0siha S, —

—00,

e Serie Z n: la somma dei primi n interi vale n(n + 1)/2, che tende a +: la serie diverge positivamente.

—nn+1)

Sp=1+2+ ... +n >

- + o0
e Serie £ (-1)": le somme parziali sono -1, 0, -1, 0, ... (zero se n & pari, -1 se & dispari). Non hanno limite.

Sp=0 (n pari), Sp=-1 (n dispari)

RISULTATO

La prima converge solo per k = 0, la seconda diverge positivamente, la terza é indeterminata.

SERIE TELESCOPICA
Data una successione {xn}, la serie (xn - Xn+l) e detta telescopica. Le somme parziali si semplificano a coppie:

Sh=(X1=X2)+(Xo—X3)+ ... +(Xp—Xp+1) =X1— Xn+1.

Dunque la serie converge e ha somma X) - I se X - | € R; diverge se X - oo € indeterminata se X, non ha
limite.
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ESEMPIO
Una serie telescopica. Calcolare Zn:1°° 1/(n(n+1)) e studiare Z log(1 + 1/n).

o Si scrive il termine come differenza, con x_ = 1/n.

=1_ -
nin+1) " n n+1 Xn = Xn+1
e Poiché X, - 0, la somma é X~ 0=1.
=1- m 1
e Per la seconda: log(1 + 1/n) = log((n+1)/n) = log(n+1) — log n, quindi X = -logne S, = log(n+1) - log 1 =
log(n+1).
=log(n+1) - +w
RISULTATO

> 1/(n(n+1)) = 1 e £ log(1 + 1/n) diverge positivamente.

SERIE GEOMETRICA
Per x € R la serie anlw X"l=1+x+x*+ .. &laserie geometrica di ragione x. Per x = 1 i termini valgono 1 e la

serie diverge positivamente. Per x # 1 si ha
n-1_1-x"
T 1-x"
Pern - w: X" & +osex>1,x" - 0se-1<x<1,ex" non ha limite se x < —1. Quindi:

Sp=1l+x+ ... +X

RAGIONE CARATTERE DELLA SERIE GEOMETRICA
x>1 diverge positivamente

-1<x<1 converge e ha somma 1/(1 - x)

x<-1 e indeterminata

Peresempio = _ * 12"t =y -12)=2

Figura 1. Somme parziali della serie geometrica di ragione 1/2: crescono verso la somma 1 se si parte da n = 1 con il termine 1/2.

SERIE ARMONICA

La serie Z - “ 1/n & la serie armonica, con S, = =1+1/2+...+1/n.Nonc'e una formula chiusa per s, ma si pud

mostrare che diverge. Poiché e = sup{(1 + 1/k) } per ogni k E N vale (1 + 1/k) < e, quindi k log(1 + 1/k) <1, cioé
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k+1
Iog—<—

Sommando questa disuguaglianza per k =1, 2, ..., n i logaritmi si compongono (il prodotto dei rapporti si
semplifica):
2 3 n+1

sn>log%+logg +Iog— Iog(1 > )=Iog(n+1).

Poiché log(n + 1) - +, per confronto S, — *oo la serie armonica diverge positivamente, benché il termine
generale 1/n tenda a zero.

_1
Y=x
=<~
1 2 3 4 5 6

Figura 2. La somma dei rettangoli di altezza 1/k e base [k, k+1] supera l'area sotto y = 1/x: € la stessa disuguaglianza s, > log(n+1).

Risultati generali

DEFINIZIONE
Condizione necessaria di convergenza. Se X a_converge, allora a - 0.

Dimostrazione. Pern>2valea =s -s ,.Ses - sanches - s, e ladifferenzatende aO0.
DA RICORDARE
Attenzione. La condizione a, - 0 & solo necessaria. La serie armonica ha 1/n - 0 ma diverge. Se invece a,
non tende a zero, la serie non converge: € un modo veloce di escludere la convergenza.

DEFINIZIONE

Serie resto. Dato p € N, la serie Zn_

_p+l°° a  ottenuta eliminando i primi p termini € il resto di posto p.

DEFINIZIONE
Resto e serie hanno lo stesso carattere. Una serie e tutti i suoi resti hanno lo stesso carattere. In caso di
(o] 00

= - + +
convergenza, Zn=p+1 a, Zn=1 a, (al1 ap).

Dimostrazione. Se S_¢é la somma parziale delresto, S =a_ _+..+a  =s -—s .lLasuccessione{s }é
n n p+l p+n n+p p n+p

definitivamente uguale a {sn}, quindi ha lo stesso comportamento al limite; sp € un numero fisso.

Da qui segue che due serie che differiscono per un numero finito di termini hanno lo stesso carattere (hanno lo
stesso resto da un certo posto in poi). Cambiare i primi termini cambia la somma, non la convergenza.
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ESEMPIO

Il resto di una serie geometrica. Calcolare Zn_1°° 1/2".

E il resto di posto 1 della serie geometrica di ragione 1/2, che converge a 2 e ha primo termine 1.

Si sottrae il primo termine.

|~

SE= 3 h-1=2-1=1
n=1 n=1

N

Alternativamente, per la proprieta di omogeneita seguente: 1/2" = (1/2) - 12"t e quindi la somma e (1/2) - 2
=1

RISULTATO

La somma vale 1.

DEFINIZIONE

Omogeneita e somma. Sia k # 0. La serie ~ k a, eregolare se e soloselo ez a;seXa_ converge, k a = k
> a, mentre se diverge, 2 k a, diverge con lo stesso segno per k > 0 e con segno opposto per k < 0. Inoltre, se
Za =sez bn = S convergono, (an + bn) =s + S; la serie somma diverge se una converge e l'altra diverge, o
se entrambe divergono con lo stesso segno.

Dimostrazione. Le somme parziali di Z k a_ sono k S e quelle della serie somma sono la somma delle somme

parziali.

ESEMPIO

Serie geometrica con parametro. Studiare, al variare di x € R \ {1}, il carattere di Zn:2°° (+x)/1-x)"e
calcolare la somma nei casi di convergenza.

E una serie geometrica con ragione g = (2 + x)/(1 — x), che parte da n = 2. Converge se e solo se |q| < 1, cioe
2+ x| <]1-x].

2

Si elevano al quadrato i due membri, entrambi non negativi: 4 + 4x + X? <1 -2x + x>, cioé 6x < -3.

2+X|<|1-X| & 4+4x<1-2x = x<—3

Somma: la serie parte da n = 2, quindi Zn: *q’= q2/(1 —-q).Sicalcolal-g=(1-x-2-x)/(1-x)=-(1+

2X)I(1 = x).

2

n_q_z_(2+x)2. 1-x
q T1-g  (1-x?2 -(1+2x)

M 8

n=2

Semplificando.

(2+x)7°
-(1-x)(1+2x)

Perx=-1/2,con x # 1: se -1/2 < x <1 siha g =1 e la serie diverge positivamente; se x>1sihag<-lela
serie & indeterminata.

RISULTATO

Converge se e solo se x < -1/2, con somma —(2 + x)2 /(2 - x)(1 + 2x)). Per -1/2 < x < 1 diverge positivamente,
per x > 1 é indeterminata.
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SERIE A TERMINI NON NEGATIVI
Per 'omogeneita, basta studiare serie con a 2 0. Allora S, =S,ta 2 la successione delle somme parziali
e crescente, quindi regolare. Ogni serie a termini non negativi & regolare: converge se e solo se {sn} e limitata
superiormente (e la somma & sup sn), altrimenti diverge positivamente. | criteri seguenti confrontano la serie con

altre note.

DEFINIZIONE

Criterio del confronto. Siano = a e z bn a termini non negativi con a < bn per ogni n (o definitivamente). (i) Se
> bn converge, converge X a . (i) Se a diverge, diverge bn.

Dimostrazione. Le somme parziali verificano S, < Sn. Se Sn e limitata anche s, loe; se S, - o anche Sn — +00,
In caso di convergenza s < S.

DEFINIZIONE

Criterio del confronto asintotico. Siano a e > bn a termini non negativi (con bn > 0). (i) Se lim an/bn =/>0
(cioe a, ~ bn) hanno lo stesso carattere. (ii) Se lim an/bn =0 (cioe a = o(bn)), dalla convergenza di bn segue
quella di > a.e dalla divergenza di = a, segue quella di = bn.

Dimostrazione. (i) Definitivamente (//2) bn <a < 21 bn: si applica il confronto due volte, insieme all'omogeneita. (ii)
Definitivamente a < bn, e si applica il confronto.

DEFINIZIONE

Criterio del rapporto. Sia > a a termini positivi e y,=a
converge; se | > 1 diverge.

la ,cony - [(/finito 0 +x), [# 1. Se /<1 la serie
n+l "n n

DIMOSTRAZIONE
I > 1. Definitivamente y,> 1, cioé a,,
per la condizione necessaria.

L>a) il termine generale cresce, quindi non tende a zero, e la serie diverge

I<1. Sifissah €], 1[. Per n > a (da un certo punto in poi) y, < h, cioe a .. < h a. Iterando: a1 < h a,a, < h?
a,e in generale aa+j <H a, La serie € maggiorata dalla serie geometrica di ragione h < 1 (moltiplicata per aa),
che converge. Per il confronto converge.

DA RICORDARE

Quando non funziona. Se / = 1 il criterio non decide. Esempi: per Z 1/n (diverge) e per X 1/n? (converge) il
rapporto tende a 1 in entrambi i casi.

DEFINIZIONE
Criterio della radice. Sia a a termini non negativi e y,= "\/an (radice di indice n), con y, - I (I finito 0 +0), [ #
1. Se I <1 la serie converge; se | > 1 diverge.

Dimostrazione. Se / < 1 si fissa h € ]/, 1[: definitivamente ”w/an < h, cioé a < h", e si confronta con la serie
geometrica di ragione h. Se [ > 1 definitivamente ”\/an > 1, quindi a > 1 e il termine generale non tende a zero.
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ESEMPIO
Rapporto e radice. Studiare = 3"/n!, = n/n", £ n"1(2" n!) e = ((n+1)/(3n+4))".

o = 3"In!. Il rapporto & a .. la = [3"/(n+1)1] - [nY3" = 3/(n+1), che tende a 0 < 1: converge.

an+1_ 3 O
- =-S5 -
an n+1

e = nlin". Il rapporto & [(n+1)Y/(n+1)""1] - [n"In] = (n+1) n"I(n+1)"** = (n/(n+1))", che tende a 1/e < 1: converge.

(0 \"__1 1
an (n+1) - (1+1)" -
e = n"1(2" n1). Il rapporto & [(n+1)"1 1 (2™ (n+1)1)] - 2" nYn™) = (1/2)((n+1)/n)", che tende a e/2 = 1,36 > 1:

diverge.

n
an+1_1< 1) e
Dl —=(1 4= =>
an 21 n/ T2 1

o % ((n+1)/(3n+4))". Con la radice: "Va_= (n+1)/(3n+4) - 1/3 < 1: converge.

Va, =22 =
N~ 3n+4 7 3

RISULTATO

Convergono la prima, la seconda e la quarta; diverge la terza.

DEFINIZIONE

Criterio di Raabe. Sia X a a termini positivi e y,=n (an/an+1 - 1), con Y, ~ I (/finito 0 £0), /#1. Sel>1la
serie converge; se | < 1 diverge. (Enunciato senza dimostrazione.)

Si usa quando il rapporto tende a 1. Per la serie armonica generalizzata = 1/n” (x € R) si ha

x 14421
yn:n[(n;})_l]:( Dl

(& il limite notevole ((1 + t)* = 1)/t — x per t = 1/n — 0). Quindi Z 1/n” converge per x > 1 e diverge per x < 1; per x =
1 e la serie armonica, che diverge. Dunque

DA RICORDARE

Serie armonica generalizzata. Zn_ ® 1/n* converge se e solo se x > 1.

1

ESEMPIO

Raabe quando il rapporto non basta. Studiare > 1/(n(n+1)) con il criterio di Raabe.
° Il rapporto an+1/an =nl/(n+2) - 1:il criterio del rapporto non decide.

a, _ (n+1)(n+2) _n+2
ans1  n(n+1) ~ n
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o Si applica Raabe: y,=n ((n+2)n-=1)=n-2In=2>1.

yo=n(t2-1)=2>1

RISULTATO
La serie converge (ed € la serie telescopica gia calcolata, di somma 1).

DEFINIZIONE

Criterio dell'ordine di infinitesimo. Sia a a termini positivi e sia x € R con lim n* a = | € ]0, +oo[. Allora la
serie converge se x > 1 e diverge se x < 1.

Dimostrazione. Da n* a - />0 segue a, / (Ln) - >0, cioé a ~ 1/n*. Per il confronto asintotico = a, ha lo
stesso carattere della serie armonica generalizzata di esponente x, che converge se e solo se x > 1. L'esponente x
e l'ordine di infinitesimo di a, rispetto a 1/n. Il criterio € comodo quando a, - 0.

ESEMPIO
Ordine di infinitesimo. Studiare < (n+1)/(n3+2), 3 (1 - cos(1/n)), £ 1N(n(n+2)) e = (V(n+1) — Vn).

a (n+1)I(n3+2). Moltiplicando per n?: (n3 + n2) / (n3 +2) - 1. Ordine x = 2 > 1: converge.

2 n+l _n®+n?
nd+2 " n3+2

-1

e 1 - cos(1/n). Con il limite notevole 1 — cos t ~ /2 per t = 1/n si ha n? (1 - cos(1/n)) - 1/2. Ordine x = 2:
converge.

1 1
nz(l—cos—) L=
n 2

e 1N(n(n+2)). n - 1/\/(n2+2n) = 1~N(1 + 2/n) - 1. Ordine x = 1: diverge.

n -2 1
V/nZ+2n _\/1+Z -~
n

o V(n+1) - Vn. Si razionalizza: v(n+1) = vn = 1/(¥(n+1) + vn). Allora vn - a = vn ! (V(n+1) + ¥n) - 1/2. Ordine x
=1/2 < 1: diverge.

1 1
\/E.M+\/F_>2

RISULTATO
Convergono le prime due; divergono le ultime due.

ESEMPIO

Confronto semplice. Studiare Zn= “1flogne 1/(2" + n).

2

0 Per n =2 vale log n < n, quindi 1/log n > 1/n. La serie armonica diverge: per confronto diverge anche X 1/log
n.
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Siha 2" + n> 2" quindi 1/(2" + n) < 1/2". La serie geometrica di ragione 1/2 converge: converge anche
1/(2" + n).

RISULTATO
La prima diverge, la seconda converge.

DA RICORDARE

Errori tipici. Per a > 0: se a - +oonon e detto che X 1/an converga (an =n da la serie armonica). Se a - 0
allora 1/an o toe X 1/an diverge. Se 1/an converge, allora l/an - 0, cioe a, — +o. Se X 1/an diverge non &
detto che a - 0 (ancora a = n). Infine a - S non significa che a_ convergaa S: la somma di una serie non
e il limite del termine generale.

SERIE ASSOLUTAMENTE CONVERGENTI

DEFINIZIONE

Convergenza assoluta. La serie a € assolutamente convergente se converge la serie dei valori assoluti
|an|, che € a termini non negativi.

DEFINIZIONE
Convergenza assoluta implica convergenza. Una serie assolutamente convergente & convergente.

Dimostrazione. Si scrive a = bn - ¢, con bn = (|an| + an)/z ec = (|an| - an)/2. Verifica: bn -c = (2 an)/2 =a. Si
haO < bn < |an| e0< c, < |an|, quindi per confronto = bn e X ¢, convergono. La serie a, e la differenza di due
serie convergenti, quindi converge.

ESEMPIO
La serie esponenziale. Studiare Zn=0°° X"In! al variare di x € R.

0 Per x = 0 tutti i termini con n = 1 sono nulli: converge, con somma 1.

la_= X" (n+1)1 - [nUX"] = x/(n+1) - 0 < 1: converge.

n+l "n

e Per x > 0 si usa il rapporto: a

an+1 X
n+l — -0
an n+1

e Per x < 0 la serie dei valori assoluti & = |x|"/n!, cioé il caso precedente con |x| > 0: converge. Quindi la serie
converge assolutamente, dungque converge.

RISULTATO
La serie esponenziale converge per ogni x € R.

SERIE A SEGNI ALTERNI
Data {an} di numeri positivi, la serie Z (-1) a, ha termini di segno alterno: i termini di posto dispari sono positivi,
quelli di posto pari negativi (o il contrario con (-1)").

n+l

DEFINIZIONE
Lemma. Se {an} € monotona, la serie a segni alterni non puo divergere.
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. . o - _ N B S
D|mo§tra2|one (caso {an} (_1ecres‘cente). Per le somm(? parziali di posto pari: Synip = Sop (a2‘n+l a2n+2) Sgn’
perché a, .,>a, . Quindi {SZn} e crescente e non puo tendere a —c. Analogamente {SZn—l} e decrescente (si ha
_ B - < R N . L

Sopi1 = Son-1 (a2n a2n+1) 32n_1) e non puo tendere a +o. Le somme parziali non possono quindi divergere. Se

{an} e crescente il ragionamento & analogo.

DEFINIZIONE
Criterio di Leibniz. Se {an} e decrescente e tende a 0, la serie (—1)”+l a_ converge e, detta s la somma, per

o e <
ogninsihals sn|_an+1.

DIMOSTRAZIONE
Per il lemma la serie non diverge. Resta da provare che {SZn} e {S2n—1} hanno lo stesso limite. La successione
S ini ivi & = - + - + ...+ - + 2
{sZn_l} e .decres$:ente ea termlnl noh n.egatl_w,. per.che sZn__1 (az1 az)_ (a3 a4) (512”_3 a2n_2) a, ;€
somma di quantita non negative: quindi ha limite finito s = inf s . Poichés, =s -a, ea, - 0,anches
) 2n-1 2n 2n- 2n 2n 2n
- s. Laserie converge as,es=sups, perché {Szn} e crescente.

1

Stima dell'errore. Se n ¢ pari, s sse latesis - s,<a .. equivale as < S, ., Vera perché n + 1 é dispari. Se n &
dispari, s < S, e la tesi s,~s<a_, equivale a s = S, Vera perché n + 1 e pari.

DEFINIZIONE

Criterio di non regolarita. Se {an} e crescente con almeno un termine positivo, oppure € decrescente e non
tende a 0, la serie a segni alterni & indeterminata.

Dimostrazione. In entrambi i casi il termine generale non tende a zero, quindi la serie non converge (condizione
necessaria), e per il lemma non diverge.

ESEMPIO

n+1

Serie a segni alterni. Studiare = (-1)"/n, Z (-1) In? (e quanti termini servono per un errore minore di 10_2) ez

(-1)" ni(n+1).

0 % (-1)"In (serie armonica alternata): a = 1/n e decrescente e tende a 0, quindi per Leibniz converge. Non
converge assolutamente, perché la serie dei valori assoluti € la serie armonica: quindi il viceversa della
convergenza assoluta é falso.

o > (—1)”+1/n2: converge anche assolutamente (x = 2 > 1). Per la stima dell'errore, |s - sn| < 1/(n+1)2 <102 se
n+1210,cioénz=09.

IS —Sg|< 0,01

A _

102~

e > (-1)" ni(n+1): a = n/(n+1) & crescente e positiva (tende a 1): per il criterio di non regolarita la serie &
indeterminata.

RISULTATO

La prima converge non assolutamente; la seconda converge (assolutamente) e Sg approssima s con errore al
pit 0,01; la terza € indeterminata.

ESEMPIO
Serie con parametro: la serie logaritmica. Studiare Zn=l°° X"In al variare di x € R.

0 Per x = 0 converge, con somma 0.
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e Per x > 0 si usa il rapporto: an+1/an = [)(’+1/(n+1)] - [n/X"] = x ni(n+1) - x. Converge per 0 < x < 1, diverge per
x> 1. Per x =1 e la serie armonica: diverge.

an+1_X n

an n+1_’X

e Per x < 0 la serie dei valori assoluti & Z |x|"/n: converge per -1 < x < 0, quindi la serie converge
assolutamente.

° Per x = -1 & la serie armonica alternata: converge (non assolutamente).

e Per x < -1 il termine generale ha valore assoluto |x|"/n - +c: non tende a zero, la serie non converge (&

indeterminata, perché a segni alterni).

RISULTATO
La serie converge se e solo se -1 < x < 1.

ESEMPIO
Serie con parametro: un altro caso. Studiare Zn:l°° 2x)"1(n+2).

° Per x = 0 converge. Per x > 0 si usa il rapporto: an+l/an = 2x (n+2)/(n+3) - 2x. Converge se 2x < 1, cioe 0 < x
< 1/2; diverge se x > 1/2.

an+1 _ n+2
o =2 Py - 2X

e Per x = 1/2: a = 1/(n+2), che € un resto della serie armonica: diverge.

e Per x < 0 il termine & (-1)" |2x]"/(n+2): se —1/2 < x < 0 converge assolutamente (come sopra con |x|). Per x =
-1/2 & (-1)"/(n+2), un resto della serie armonica alternata: converge non assolutamente.

o Per x < -1/2 si ha |[2x] > 1 e |2x|"/(n+2) - +co: il termine non tende a zero, la serie non converge.

RISULTATO
La serie converge se e solo se -1/2 < x < 1/2.

Figura 3. Le somme parziali della serie armonica alternata oscillano intorno alla somma log 2, restando ora sopra ora sotto (stima di
Leibniz).

PROPRIETA COMMUTATIVA

Sej: N - N & una corrispondenza biunivoca e bn =a. n)’ la serie bn e un riordinamento di a.: stessi termini,
posti diversi. Una serie gode della proprieta commutativa se tutti i suoi riordinamenti hanno lo stesso carattere e,
se convergono, la stessa somma.

l Materiale fornito da noistudiamo.it | Contatti: info@noistudiamo.it Pagina 63 di 67



DEFINIZIONE
Commutativita per serie a termini non negativi. Una serie a termini non negativi gode della proprieta
commutativa.

Dimostrazione. Siano S, e Sn le somme parziali della serie e del riordinamento, e sia a, = s convergente. Per
ogni n, posto p = max{j(1), ..., j(n}: Sn = aj(l) +...+ aj(n) < s}D < s. Le somme parziali del riordinamento sono
limitate, quindi converge e S < s. La serie di partenza e a sua volta un riordinamento del riordinamento, quindi s <
S: le somme coincidono. Se X a, diverge, anche il riordinamento diverge, altrimenti per quanto appena visto

convergerebbe anche la prima.

Piu in generale ogni serie assolutamente convergente gode della proprieta commutativa (non dimostrato), ed &
I'unica classe di serie convergenti con questa proprieta: una serie convergente ma non assolutamente, come
I'armonica alternata, pud cambiare somma, o anche diventare divergente, se si riordinano i termini.

Cenni sulle serie di funzioni

Per ogni n € N sia fn : (a, b) - R. La serie di funzioni Zn=1°° fn(x) si studia con due nozioni di convergenza.

DEFINIZIONE

Convergenza puntuale e totale. (i) La serie converge in \bar{x} € (a, b) se fn(\bar{x}) converge; se cio vale
per ogni x € (a, b), la serie converge puntualmente e la funzione f(x) = fn(x) e la funzione somma. (ii) La serie
converge totalmente in (a, b) se esiste una serie numerica convergente a termini non negativi M_con |fn(x)| <
Mn per ogni x € (a, b) e ogni n.

La convergenza totale implica la puntuale: fissato \bar{x}, la serie |fn(\bar{x})| € maggiorata da Mn, quindi
converge per confronto, e la serie converge assolutamente.

ESEMPIO
Convergenza totale. Mostrare che sin(nx)/n2 converge totalmente in R.

a Per ogni x e n, |sin(nx)| < 1, quindi |sin(nx)/n2| <1/n®= Mn.

|tz

1
n? |Sﬁ

a 5 1/n® converge (serie armonica generalizzata con x = 2 > 1).

RISULTATO
La serie converge totalmente (e quindi puntualmente) in R.

DEFINIZIONE
Teorema di derivazione per serie. Sia > fn(x) una serie di funzioni derivabili in un intervallo limitato (a, b) tale
che (i) converge in almeno un punto \bar{x} € (a, b) e (ii) la serie delle derivate > fn‘(x) converge totalmente in (a,
b). Allora la serie data converge totalmente in (a, b) e la sua funzione somma f & derivabile, con f(x) = fn‘(x) per
ogni x € (a, b). (Enunciato senza dimostrazione.)

Il teorema permette di derivare la somma termine a termine. Per esempio, la serie sin(nx)/n3 converge in ogni
punto (confronto con l/n3) e la serie delle derivate cos(nx)/n2 converge totalmente in R; quindi in ogni intervallo
limitato la somma é derivabile e f(x) = cos(nx)/nz.
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SERIE DI POTENZE

DEFINIZIONE

Serie di potenze. Si chiama serie di potenze di centro ¢ € R la serie di funzioni z_

“a (x-c)", dovea sonoi
0 n n

coefficienti.

Si puod dimostrare che per ogni serie di potenze si verifica una e una sola delle situazioni seguenti:

» esiste r > 0 tale che la serie converge puntualmente (anche assolutamente) in Jc - r, ¢ + r[, non converge fuori
da[c - r, ¢ + r] e converge totalmente in ogni intervallo chiuso e limitato contenuto inJc —r, ¢ + 1;

 la serie converge solo in x = ¢ (raggio r = 0);

» la serie converge in tutto R e totalmente in ogni intervallo chiuso e limitato (raggio r = +o).

I numero r € il raggio di convergenza e |c - r, ¢ + ] l'intervallo di convergenza. Agli estremi ¢ * r la serie puo
convergere 0 no: va studiata caso per caso con i criteri sulle serie numeriche.

non converge converge assolutamente non converge

0)

»
>

0]

Figura 4. Intervallo di convergenza di una serie di potenze di centro c e raggio r.

DA RICORDARE
Calcolo del raggio. Se esiste L = Ilim |an+1/an| (oppure L =lim ”\/lan|), allora r = 1/L, con la convenzione 1/0 = +co
e 1/(+w) = 0. Infatti, applicando il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti, il rapporto dei termini tende a L
[x = c|: converge se L|x — ¢| < 1, cioé [x — c| <1/L, e se L|x — c| > 1 il termine generale non tende a zero.

ESEMPIO

Raggio e intervallo di convergenza. Trovare raggio e intervallo di convergenza di x”/nz, snix", X" Inlex
(x=2)"I(n 3") (n = 1), e il comportamento agli estremi.

s X"In?: |an+l/an| = n2/(n+1)2 - 1, quindir= 1. In x = £1 la serie dei valori assoluti &€ 1/n2, che converge.
Converge in [-1, 1].

|22 = -t - 1

a, |~ (n+1y?
> nt X |an+1/an| =n+1 - +oo, quindi r = 0: converge solo in x = 0.

|M|:n+1_, + 00
an

> X"Int: la ,,/a | = 1/(n+1) - 0, quindi r = +: converge in tutto R.

an-%-l —_ 1 O
| an | n+l ~

S (x-2)"1n3"):centroc=2¢e]la
J-1, 5[.

fal=n3"(n+1) 31y . 1/3, quindi r = 3 e lintervallo di convergenza &

+ 1
|| = s -t = r=3

a, | “3(n+1) — 3
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e Agli estremi. In x = 5: (x - 2)"/3" = 1, la serie diventa = 1/n, che diverge. In x = —=1: (=3)"/(n 3") = (-1)"/n, la
serie armonica alternata, che converge.

X=5: Z% diverge; x=-1: Z% converge

RISULTATO
Intervalli di convergenza: [-1, 1], il solo punto O, R e [-1, 5[.

DERIVAZIONE E COEFFICIENTI
Osservazione. La serie delle derivate Z n a, (x - c)”_1 € ancora una serie di potenze e (si puo dimostrare) ha lo
stesso raggio di convergenza. Dunque, in ogni intervallo [a, b] chiuso e limitato contenuto nell'intervallo di
convergenza, la serie delle derivate converge totalmente e si pud applicare il teorema di derivazione: la funzione
somma f & derivabile e si pud derivare termine a termine, a ogni ordine.

ESEMPIO

Derivare la serie geometrica. Calcolare z_ *npx"t per |x| < 1.

1

0 La serie geometrica anow X" ha raggio r = 1 e somma f(x) = 1/(1 - x) per |x| < 1.
Si deriva termine a termine: la serie delle derivate = n x"* ha lo stesso raggio, quindi la somma é la derivata

dif.
41 __1
f(X) Tdx1-x (1-x)?
RISULTATO

> X"t =101 - %) per x| < 1.

Siaf(x) =2 a (x - ¢)" con raggio non nullo. Calcolando in x = c si ha f(c) = a,. Derivando termine a termine,

f(x)=ai+2a,(x-c)+3as(x-¢c)’+ ..., f(x)=2a,+6as(x-c)+ ...
e in x = c si ottiene f(c) = a, f'(c)=2 a, e in generale f(”)(c) =n! a. Dunque i coefficienti sono determinati dalle
derivate della funzione somma:

_ ) _ < %)
an=—7", fix) = ZO - (x=o)".
n=

DEFINIZIONE

Serie di Taylor. Sia f: (a, b) - R derivabile infinite volte e ¢ € (a, b). La serie 2 * £(c)int (x - )" & la serie
di Taylor di f di centro ¢ (di Maclaurin se ¢ = 0). Se in X, converge e ha somma f(xo), f si dice sviluppabile in
serie di Taylor in x

o

Le somme parziali sono i polinomi di Taylor Tn(x) = Zkzon f(k)(c)/k! (x - c)k, che approssimano f vicino a c.

ESEMPIO
La serie esponenziale ha somma e*. Mostrare che = _ ™ x"/n! = " per ogni x.

0 La serie converge in tutto R (raggio +). Sia f la funzione somma: f(x) =1 + x + X121+ X331+ ...
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e Si deriva termine a termine: si ottiene la serie stessa, quindi f(x) = f(x).
, 2
FO)=0+1+x+3+ .. =f(x)

e Inoltre f(0) = 1. Dunque frisolve il problema di Cauchy y' =y, y(0) = 1.

Per quanto visto nelle equazioni differenziali, questo problema (lineare omogeneo del primo ordine, con
integrale generale k ) ha come unica soluzione y = e, quindi f(x) = €*.

f(x) = e

e In particolare perx=1: e = Zn=0°° IUnt=1+1+12+1/6+....

RISULTATO
e=3 " x'In! perognix €E Rede=% 1n.

Figura 5. La funzione €* (linea piena) e i suoi polinomi di Taylor di centro 0 di grado 1, 2, 4 (tratteggiati): piti il grado & alto, migliore &
I'approssimazione vicino a 0.

ESEMPIO
Seno e coseno con la stessa idea. Mostrare che S(x) = Zn=0°° (-1)" x2”+1/(2n+1)! coincide con sin x.

a Il rapporto dei termini |an+1/an| = x2/((2n+2)(2n+3)) - 0: la serie converge in tutto R e si puo derivare termine
a termine.

e Prima derivata: i termini x2"*/(2n+1)! danno x*"/(2n)!.
, © n Xx2n
S (X) = Z (_1) (2n)!
n=0
e Seconda derivata: il termine n = 0 & costante e sparisce, per n = 1 si ottiene x2”'1/(2n—1)!. Conm=n-1:

" 0 2n-1 © 2m+1
S'0)= 3 (V'grr=" X (D" =—S00
n=1 m=0

° Quindi Srisolve y" + y =0, con S(0) =0 e S'(0) = 1. L'integrale generale k1 cos X + k2 sin x (si veda |l
capitolo sulle equazioni differenziali): le condizioni iniziali danno k1 =0e k2 =1

RISULTATO
sin x = £ (-1)" ¥*™Y/(2n+1)!. Derivando si ottiene cos x = £ (-1)" x*"/(2n)!.

l Materiale fornito da noistudiamo.it | Contatti: info@noistudiamo.it Pagina 67 di 67



	1.  Integrali indefiniti e definiti
	Primitive e integrale indefinito
	Proprietà e decomposizione in somma
	Integrazione per parti
	Integrazione per sostituzione
	Funzioni razionali fratte
	Primitive di funzioni definite a tratti
	Integrale definito secondo Riemann
	Proprietà dell'integrale definito
	Funzione integrale e teorema fondamentale
	Interpretazione geometrica e misura di Peano e Jordan

	2.  Equazioni differenziali
	Generalità
	Equazioni a variabili separabili
	Equazioni lineari del primo ordine
	Equazioni lineari di ordine n
	Equazioni omogenee a coefficienti costanti
	Equazioni complete: il metodo di somiglianza

	3.  Funzioni di due variabili
	Nozioni di topologia in $ℝ^{2}$
	Generalità sulle funzioni di due variabili
	Limiti
	Funzioni continue
	Derivate parziali
	Differenziabilità
	Derivate direzionali
	Estremi relativi
	Estremi assoluti

	4.  Serie numeriche e serie di funzioni
	Prime definizioni
	Risultati generali
	Cenni sulle serie di funzioni


